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DZIALANIA W ZBIORZE LICZB
RZECZYWISTYCH

1. Wpykaz, ze liczba jest liczbg parzysta.

Dx=3—-1=3*-1D3*+1)=B2-1DGR2+1DB*+1)=8-10-3*+1)=2-

40-(3*+1) =
kEN

= 2k - liczba parzysta

2. Wykaz, ze liczba5° — 1 jest podzielna przez 4.

D: Korzystamy z wiasnosci: a® — 1= (a— 1)(1+a+a? +a® + -+ a™ ).

x=5"-1=GB-1)1+5+5%+53+5%+5>+55+57 458 =4k
kEN

3. Liczbyn,n+ 1, n+ 2, n+ 3 sa kolejnymi liczbami naturalnymi. Wykaz, Ze réznica

iloczynow liczby pierwszej i czwartej oraz drugiej i trzeciej jest r6wna —2.

Z:n,n+ 1,n+ 2,n + 3 - kolejne liczby naturalne
D:in(n+3)—-(n+1)(n+2)=n?+3n—-n?-3n—-2=-2

4. Wpykaz, ze liczba 44000 ma 48 dzielnikow.
Z: x = 44000

D: Liczbe 44000 po roztozeniu na czynniki mozna przedstawi¢ w postaci 44000 = 25 - 53 .

11. Korzystajac z wtasnoéci, ze jeéli liczba x = 2™ - 5% - 11™,n,k,m € N, to liczba x ma

(n+ 1Dk +1)(m+1) =6-4-2 = 48 dzielnikéw.

5. Uzasadnij, ze V3 — V8 ++/5 — V24 ++/7 — V48 = 1.
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D:vV3 —V8++v5—vV24+V7— V48 =3 -2v2+/5-2V6 +7 - 4/3 =

(=B + {327+ @~ VB = |1-v2| + VE - V2| + |2~ V3] =
=—1+vV2+V3-V2+2-+/3=1.

55552 77774

6. Wykaz, ze .
55555 77777
. 55552 77774 55552 77774 3 3
D: Niecha = , b = ia—»b= — =1- — =
55555 77777 55555 77777 55555 7777777

_—3( ! —;)<o,
55555 77777

(na podstawie wtasnosci: z dwdch utamkoéw o jednakowych licznikach ten jest wiekszy,

ktérego mianownik jest mniejszy).

[loczyn liczby dodatniej i ujemnej jest ujemny, zatema — b < 0= a < b.

7. Wykaz, ze liczba 10™ + 10™** + 10™*2 jest liczbg podzielng przez 3.

D: 10" + 10™*1 + 10™*2 = 10™(1 + 10 + 100) = 10" - 111 =3-37- 10" = 3k
KEN

8. Uzasadnij, ze suma cyfr liczby 10°! — 91 jest réwna 810.

D:10°1 —91 =100---000—91 = 99..909 .
91 zer 90 dziewiatek

Zatem S = 90 - 9 = 810, gdzie S jest sumg cyfr liczby 101 — 91.

9. Wykaz, ze 3500 > 5300,

D: Niech @ = 35% j b=53°°,t0a>0ib>0,toa>b<:>a—b>01ub%>1.

3500 _ (35)100 _ 243 100
Zatemm = (59100 = (E) >1=a>h.

10. Wykaz, ze liczby 1108710 j 10198711 53 réwne.



1 1
D: 1110g7 10 — (1110g11 10)log117 = 10log117 — 1010g7 11

D — ——
zamiana podstawy logarytmu z wlasnosci al°8ab=p

11. Uzasadm],zellczba +—+—+ A — ﬁ.
98:100 200
D_+_+_+..+ 1 =l(l__+___+ +__i+i_L)=l(l_L)=£.
68 98-100 2\2 4 96 98 98 100 2\2 100 200

12. Wykaz, Ze reszta z dzielenia przez 16 sumy kwadratéw czterech kolejnych liczb
parzystych jest réwna 8.
Z:2n,2n+ 2,2n+ 4, 2n + 6, gdzie n € N - kolejne liczby parzyste
D:(2n)2+ (2n+2)2+ (2n+4)>+(2n+6)>=4n?+4n?+8n+4+4n? +16n+ 16 +

An? + +24n+36 =16n>+48n+56 =16 (n*>+3n+3) + 8 = 16k + 8.
KEN



WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

1. Wykaz, ze wyrazenie V4x2 + 12x + 9 + 2Vx2 + 12x + 36 ma stalg warto$¢ dla
x € (—1;5).

D:V4x2+12x+9 +2Vx2 +12x+ 36 = |2x + 3|+ 2|x — 6| = 2x + 3 — 2x + 12 =15

2. Wykaz, zejezelia+b =4,a €R i b € R,toa’? + b* > 8.
Z:a+b=41ia€eRib€ER

D:b=4—a=>a*+b?’=a’+(4—-a)>=a*+16—-8a+a’>=2a*>—-8a+16 =
=2(a’—4a+4)+8=2(a-2)>+8=8.
Dla kazdego a € R wyrazenie 2(a — 2)? > 0, z tego wynika, ze a® + b? > 8.

3. Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x, y, z zachodzi nieréwnos$¢

x2+y2+z2 > xy+yz+ zx.

D:x?2+y2+2z%2>xy+yz+zx

2x2 +2y% + 222 = 2xy + 2yz + 2zx
x2=2xy+y?+y?—2yz+z224+x?—-2xz+22>0
(x—y)2+(@—-2>2+(x—-2)?2=0

Suma kwadratéw trzech liczb jest nieujemna dla x, y, z € R. Rowno$¢ zachodzi dla

X=y=2z

4. Wykaz, ze jezeli xy > 0,to (x + ) (% + %) = 4.

. 11 gk Y_ oy XY
D.(x+y)(x+y)—1+y+1+x—2+y+x24.

[ —
22

5. Wpykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b zachodzi nieréwnos¢ % <+ab.



D: Jezeli podniesiemy powyZszg nieréwnos$¢ obustronnie do kwadratu to otrzymamy
4a%h?

—— " <ab
(@a+b)2 - ¢

4a?b? < ab(a? + 2ab + b?)

0 < a3b + 2a%b? + ab® — 4a®b?
0 < a3b —2a%b? + ab®

0 < ab(a? — 2ab + b?)

0 < ab(a — b)? — nieréwno$¢ tozsamos$ciowa dla a,b € R

6. Wykaz zejezelix +y+z=0,tox3 +y3 + z3 = 3xyz.
Zx+y+z=0
D: Z zatozenia z = —x — y, wobec tego
x34+y3 423 =x3 493 —(x+y)3=x3+y3 —x3-3x%y —3xy? —y3 = -3xy(x+y) =
3xyz.

x2+y2 _ XZ

. ERT X Y _x
7. Wykaz, ze jezeliyz # 01 S =7 to i =

. x_Y
Z: yz;tO,y—Z

. . X . . . s .
D: Z zatozenia ;=§ wynika, ze y? = xz = y* = x2z2. Dodajac do obu stron réwnania

wyrazenie x2y? otrzymujemy x2y2 + y* = x22?% + x2y?, czyli y2(x? + y?) = x%(y? + z2),
a zatem

x2+y2 _ XZ

y2+272 - y2

8. Udowodnij, ze jezeli liczba x + i jest liczba catkowitg, to liczba x3 + x—13 jest tez

liczba catkowita.
Zix+-€C
X

D: Z zalozenia x + i € C, z czego wynika, Ze wyrazenie (x + %)3 €C.



(x+l)3=x3+3x2-l+3xiz+i3=x3+3x+3~l+i3=x3+13+3(x+l),zatem
X X X X X X X X
ec

1
x3 +—=
x

jest liczba catkowita.

9. Wpykaz, Ze dla dowolnych liczb rzeczywistych réznych od zera zachodzi nier6wno$¢

a?—ab+b?
a?+ab+b?

>2

3
D: Zauwazmy, ze a? + ab + b% = (a + g)z + %bz. Poniewaz a # 0i b # 0, wiec (a + g)z +
2b? > 0, czyli a? + ab + b? > 0.

a’?-ab+b?

Pomné6zmy nier6wnos$é
y a?+ab+b?

> § obustronnie przez 3(a?+ ab + b?), woéwczas
otrzymamy

3a%? —3ab + 3b% = a® + ab + b?, co po zredukowaniu wyrazéw podobnych daje nam
2a® —4ab +2b> >0, a po dalszych przeksztalceniach (a —b)? =0 - nieréwnos¢

tozsamoS$ciowa dla a,b € R\{0}.

10. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z, k prawdziwa jest nierdéwnos$¢
Jox+2)(y+k) = Jxy +Vzk.

D: Podniesmy dang nierdwno$¢ obustronnie do kwadratu, wéwczas otrzymamy:

2
(x+2)(y + k) = (\[xy + Vzk)
xy + xk + zy + zk = xy + 2 /xyzk + zk

xk +zy —2/xyzk > 0
(WVxk — \/zy)? = 0 - nier6wno$¢ tozsamosciowa dla x,y, z, k € R,.

11. Udowodnij, ze jesli dla dowolnych liczb dodatnich x, y, z spelniony jest warunek
x%2+y2+ 22 =3, tox?y? + y?z2 + x?2% < 1.

D: Zauwazmy, ze (a + b + ¢)? = a® + b? + ¢? + 2(ab + ac + bc), a takze z 2. nieré6wnosci

a?+ b? +c¢? = ab + ac + bc, zatem (a + b + ¢)? = 3(ab + bc + ac).
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i korzystajgc z warunku x?+y?+2z%=

Podstawiajgc za a=x% b=y? c=z
V3 otrzymujemy

3 >3(x%y? + y2z2 + x22%) © x?y? + y?z2 + x%z? < 1.

12. Wykaz, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a i b, takich, ze a? + b? = 4 zachodzi

. P ,, ab
nieréwnos¢ <+v2-1.
a+b+2

(a+b)?>—(a?+b*) _ (a+b)?—4 _ (a+b—2)(a+b+2)

D: Zauwazmy, Ze ab =

2 2 2
ab a+b-2)(a+b+2 a+b-2 a+b
Wobec tego = X ) = =——1
a+b+2 2(a+b+2) 2 2
s g ;. ab . S
Aby udowodni¢ nieréwnos¢ —0 S V2 — 1 nalezy dowie$¢, ze a + b < 2v/2.

2 2
Wiemy, ze (a + b)? = a® + b2 + 2ab = 4 + 2ab, a takze ab = Va2h? < % = 2, stad

(a+b)?<4+4+4=8=a+b<2V2.



ROWNANIA I NIEROWNOSCI

1. Uzasadnij, ze rownanie |9 — x| = ZX—O ma trzy pierwiastki, w tym jeden, ktéry jest
liczba niewymierna.
D: Dziedzing réwnania jest zbiér liczb rzeczywistych dodatnich, zatem rozpatrzmy dwa
przypadki:
1° Gdy x € (0;9 > réwnanie przyjmuje posta¢ 9 — x = zx_o_
Mnoz3c obie strony réwnania przez x,otrzymamy x> —9x +20=0 & (x —4)(x —5) =0

=

© x =4 Vx = 5. 0bie liczby nalezg do przedziatu (0; 9 >.

2° Gdy x > 9 réwnanie przyjmuje posta¢ 9 — x = —Zx—o.
Mnozac obie strony r6wnania przez x,otrzymamy x2—-9x—-20=0 & x = 9—!@ gDV
-~ —9”2ﬁ € NW.

2. Uzasadnij, ze istnieje tylko jedna liczba catkowita spetniajgca réwnanie

Ba+n=1

D: Dziedzing réwnania jest zbior liczb rzeczywistych réznych od zera. Rozpatrzmy dwa
przypadki:

1° Gdy x > 0 to réwnanie przyjmuje posta¢ x +1=1,tox =0 ¢ D.

2° Gdy x < 0 to réwnanie przyjmuje postacx +1 = —1,tox = -2 € D.

3. Wykaz, ze istnieje jedna liczba naturalna spetniajgca réwnanie x% + x3 + x* = 3.

D:x?+x3+x*=3 © x2(1+x +x%) =3.

1+x+x2>3 A /\ x% >3,
x€N\{0,1} XxEN\{0,1}

zatem jedyna liczba naturalng speiniajacg to réwnanie jest liczba 1.
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4. Uzasadnij, ze rownanie |x — |x| — 2] = m ma nieskoniczenie wiele rozwigzan dla
m=2.
D: Rozwigzmy réwnanie graficznie.
Korzystajac z definicji warto$ci bezwzglednej otrzymujemy:

_{|X—X—2|=2 dlax >0
YT U2x—2|=2]x—-1] dlax<0

Sporzadzmy wykres funkcjiy = |x — |x| — 2|.
Prosta y = 2 ma nieskoniczenie wiele punktéw wspélnych z wykresem funkcji y = |x —
|x| — 2|, zatem nalezy stwierdzi¢, ze réwnanie |x — |x| — 2| = m ma nieskoniczenie wiele

rozwigzan dla m = 2.

5. Wykaz, ze réwnanie Vx2 — 6x + 9 — |x 4 2| = k ma nieskonczenie wiele rozwiazan
dlak € {-5;5}.
D: Niechy = Vx2 —6x + 9 — |x + 2| =m—|x+2| =|x—=3]—|x+2]
Narysujmy wykres y = |x — 3| — |x + 2|. Rozpatrzmy trzy przypadki. Po przeksztatceniach

otrzymamy:
5 dlax < -2
y=f(x)={2x—5 dlax € (-2;3)
-5 dlax =3
Proste o réwnaniach y = 51y = —5 maja nieskoficzenie wiele punktéw wspolnych z

wykresem funkcji f(x), zatem mozemy stwierdzié, Zze rGwnanie Vx2 —6x+9 — |[x + 2| =k

ma nieskonczenie wiele rozwigzan dla k € {—5; 5}.

6. Uzasadnij, ze réwnanie ||2x +5|— 4| = 3 ma cztery rézne rozwigzania.

D: Korzystajac z wlasnos$ci warto$ci bezwzglednych otrzymujemy:

[2x +5|—4=3 v [2x + 5| —4=-3

|2x + 5| =7 \Y [2x + 5| =1

2x+5=7 VvV 2x+5=-7 \% 2x+5=1V 2x+5=-1
x=1 V x=-6 \% x=-2 VvV x=-3

Z=1{-6,-3,-21}
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7. Uzasadnij, ze jezelim > 0, to doktadnie jedna liczba rzeczywista x speinia réwnanie
3 +mx?+mm+ 1x—(m+1)? =0.

D: Zauwazmy, ze x = 1 jest pierwiastkiem réwnania
Wk)=x>+mx?+m(m+1x—(m+1?=0,boW(1)=1+m+m?+m—m?—
2Zm—1=0.
Po przeksztatceniu réwnania otrzymujemy (x — 1)(x? + (m + 1)x + (m + 1)?) = 0.
Réwnanie to marozwigzaniedlax =1 v x2+(m+ 1)x+ (m+1)?2 =0.
A= (m+1)?—4(m+ 1)? = =3(m + 1)?, z zatozeniam > 0, wiec A< 0, zatem réwnanie
x2 4+ (m+ 1)x + (m + 1)? = 0 nie ma rozwigzan. Jedynym rozwigzaniem réwnania

3+mx?+mm+ Dx—(m+1)2=0 jestx = 1.

8. Uzasadnij, ze réwnanie (m — 2)x* — 2(m + 3)x? + m — 1 = 0 ma cztery r6zne
rozwigzania rzeczywiste dlam € (2; o).
D: Wprowadzmy zmienng pomocnicza t = x2 A t = 0.
Mamy W (t) = (m — 2)t? — 2(m + 3)t + m — 1. Réwnanie W (x) = 0 ma cztery rézne

m # 2
A>0
tit, >0
ty+t, >0

Mamy: A= 4(m + 3)?2 — 4(m — 2)(m — 1) = 36m + 28.

rozwigzania rzeczywiste, gdy spetnione sg warunki:

1° A>0=)m>—£

2° 11, >0 © T=>0 e (m—1)(Mm—2)>0 © me (~w;1) U (2; )

2(m+3)
m-—2

3° t+t, >0 ©

>0 2m+3)(m—2)>0 © m e (—x;—3)

Uwzgledniajgc wszystkie warunki

7
m>—-
6

m € (—oo; 1) U (2; o)
m € (—o0; —=3)

otrzymujemy, ze rownanie W (x) = 0 ma cztery rézne rozwigzania rzeczywiste dam > 2.
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9. Uzasadnij, Ze najmniejszg liczbg catkowitg spetniajgcg nieréwnos¢ |§| < 2jest

liczba 2.
D: Korzystajac z wlasnos$ci warto$ci bezwzglednej:
2x—3 2x —
| |<2 e -2< <2
x—1 X —
2x —3 2x —3—2x+2
N x—l<2 N x—1 @{—(x—1)<0 o
2x —3 2x —3+2x -2 (4x—=5)x—-1)>0
> — >0
x—1 x—1
x>1 5
Q{xe(—oo;l)u(g;oo) S xE(Z;w)'

Zatem najmniejszg liczba catkowita spetniajgca nieréwnos¢ jest liczba 2.

10. Uzasadnij, ze rownanie x3 + mx + k = 0 ma trzy rozwigzania rzeczywiste takie, ze
X =x, =x3—3wtedy,gdym =-3ik = -2
D: Réwnanie x3 + mx + k = 0 ma trzy rozwigzania rzeczywiste spetniajace warunek taki,
7e X1 = X, = x3 — 3 wtedy, gdy (x — x;)(x — xl)(x — (2 + 3)) = 0. Po przeksztatceniu
réwnania mamy x3 — 3x2(x; + 1) + 3xx,(x; + 2) — 3x,2 — x,3 = 0.

Réwnania x3 + mx + k = 0ix3 — 3x2(x; + 1) + 3xx,(x; +2) —3x,2 —x,> =0saw

réwnowadze, gdy x; + 1 = 0 & x; = —1, wéwczas otrzymujemy x3 — 3x — 2 = 0, zatem

m=3ik=-2.

11. Wykaz, Ze liczba 2 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu
W(x) = x* + 6x3 — 11x% — 60x + 100.
D: Liczba 2 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu W (x) wtedy i tylko wtedy, gdy
wielomian W (x) jest podzielny przez dwumian (x — 2)? i nie jest podzielny prze dwumian
(x — 2)3.
Wielomian W (x) mozemy zapisa¢ w postaci W (x) = (x — 2)%(x + 5)%, wobec tego x = 2

jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu W (x) = x* + 6x3 — 11x2 — 60x + 100.

12. Dane s3 dwie funkcje f(x) = x? + mx + 1i g(x) = x? + x + m. Uzasadnij, ze

funkcje maja wspdlne miejsce zerowe dlam = —2.
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D:f(x)=0Agx)=0e fx)=gx)e x>+mx+1=x>+x+me mx—x+1—
m=0¢&

sSx(m-1D)-(m-1)=0 (x—1)(mMm—-1)=0 & x =1, dlam € R\{1}.
Dlam = 2 funkcja f(x) = (x — 1?2 A g(x) = (x — D(x + 2).

f)=0ex=1,gx)=0 (x—-1Dx+2)=0 xe{1,-2}.

Funkcje f(x) i g(x) maja jedno wspélne miejsce zerowe x = 1 dlam = 2.

13. Uzasadnij, ze réwnanie x2 — (k — 1)x + 2k — 5 = 0 ma dwa rozwigzania

rzeczywiste, z ktorych jedno jest mniejsze od —1, a drugie jest dodatnie dla

5
k€ (—0; D).
D: Aby réwnanie miato dwa rozwigzania rzeczywiste, z ktérych jedno jest mniejsze od —1, a
A> 0
drugie jest dodatnie spelnione muszg by¢ warunki: {f(—1) < 0 gdzie f(x) = x? —
f(0)<0

(k — 1)x + 2k — 5.
1°A>0 © k?—10k+21>0 & (k=3)(k—7)>0 & k € (—o;3) U (7; )

5
2° f(-DH<0 & 1+k—1+2k—5<0<:>k<§

5
3°f(0)<0<:>2k—5<0<:>k<§

Uwzgledniajgc trzy warunki mozemy zapisa¢, ze rownanie x2 — (k — 1)x + 2k —5 = O ma

dwa rozwigzania rzeczywiste spetniajace powyzsze kryteria dla k € (—oo; g).

14. Uzasadnij, ze suma wspdtczynnikéw wielomianu
W(x) = 5(x? — 4x + 4)2°16 — 4(x3 + 2x% — 4)?%15 jest réwna 9.
D: Suma wsp6tczynnikéw wielomianu W (x) = W(1).

W(1) =5(1—4+4)2016 _4(14+2—-4)015=544=09
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FUNKCJE

1. Wykaz, ze funkcja f okreslona wzorem f(x) = (k? — 1)x? — 2kx + 4k + 5 jest

rosngca w przedziale (—oo; 1) i malejgca w przedziale (1; o) dlak = 1—2\/3'

D: Zauwazmy, ze dla k € (—1;1) ramiona paraboli bedjcej wykresem tej funkcji
skierowane sg w dot. Funkcja f(x) jest rosngca w przedziale (—o0;1) i malejaca w

przedziale (1; o) wtedy gdy

2k
xw=p=1 @xw=m=1 © k?-k—-1=0 Adlake(-11).
Wéwczas(k—%ﬁ)(k—l%ﬁ):o o k:1—T\/§ v szT‘/g%D.Zatemdlak:%g

funkcja kwadratowa f(x) = (k? — 1)x% — 2kx + 4k + 5 jest rosngca w przedziale (—o0; 1) i
malejgca w

przedziale (1; ).

2. Dana jest funkcja f okre$lona wzorem f(x) = (m? — 1)x? + 2(m — 1) + 2. Wykaz,
Ze istnieje taka warto$¢ parametru m, dla ktérego dana funkcja przyjmowataby
wartos$ci ujemne.
D:f(x)=(m?—Dx?2+2(m-1D+2=m?—-Dx?+2m—-2+2=(m? - 1Dx?+2m
Rozwazmy cztery przypadki:

1°m=1 = f(x) =2 = funkcja przyjmuje warto$ci dodatnie - nie spetnia warunkéw

zadania
2°m= -1 = f(x) = —2 = funkcja przyjmuje wartosci ujemne
3’m=0 = f(x) = —x? = funkcja przyjmuje warto$ci ujemne

4°m € R\{—1,0, 1}, to czy funkcja bedzie przyjmowata wartosci ujemne zalezy od znaku A

A=—4(m?—1)-2m=-8m(m—1(m+ 1)

A>0 © me (-o; —1) U (0; 1) = funkcja bedzie przyjmowata wartosci ujemne

15



3. Dany jest wielomian W (x) = x3 — 5x? + 3x — 15. Wykaz, ze W (2 — +/5) jest liczba
catkowita.

D:W(2—v5)=(2-+5) —5(2—V5)* +3(2—V5) - 15 =
=8-12V/54+30-5V5-20+20V5—-25+6—-3V5—-15=—-16€ C

4. Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) = %. Wykres tej funkcji przesunieto o

wektor U = [—5, 2], a nastepnie przeksztatcono przez powinowactwo prostokgtne o

osi OXi skali k =-2, tzn. wykres funkcji y = h(x) otrzymano z wykresu
y = —2g(x). Udowodnij, ze funkcja h okresla sie wzorem h(x) = %.
—29(x) -8 —8-4x-20 _ —4x-28

D: f(x) = ——2>g(x)——+2 — h(x)=——4=

x+5 x+5

W prostokatnym uktadzie wspoétrzednych obrazem punktu P = (x; y) w powinowactwie

prostokatnym o osi OX iskali k (k # 0) jest punkt P; = (x; ky).

5. Uzasadnij, ze zbiorem wartoéci funkgji f (x) = 5'085(-2x*+5x+6) jast zhi6r (0; 12& >

D: Dziedzing funkgji f jest zbiér (—1;6); —x2+5x+6>0= —(x+1)(x—6) >0 x €
(=1,6)

Korzystajac z wtasnosci logarytmu a'°8? = b,gdya > 0 Aa # 0 A b > 0, otrzymujemy
f(x)=—x?2+5x+6 Ax € (—1;6).

Nalezy wyznaczy¢ zbiér wartosci funkcji kwadratowej f(x) = —x? + 5x + 6 w przedziale

(—1; 6). Funkcja osigga warto$¢ najwieksza dla x,, = ; € (—1;6) iwynosi 12 %.

f(=1) =0, £(6) = 0, azatem ZW; = (0; 12% >.

6. PunktA = (—1;;) nalezy do wykresu funkcji wyktadniczej f (x) = a*. Uzasadnij, ze

rownanie |f(x — 1) — 3| = m ma dwa rézne rozwiagzania dodatnie dlam € (0; 2 g).

D:A=(—1;§)6Wf @iza‘l A a>0 = a=3, zatem f(x) = 3%

Réwnanie |f(x — 1) — 3| = m rozwigzmy graficznie. Niechy = |f(x — 1) — 3| = [3*"1 —
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3].
— 1 2 5
fO =137 =31 =[5 - 3| = [-25[ = 25
Proste o rownaniach y = m maja dwa punkty wspdlne z wykresem funkcji y = f(x) wtedy,

gdy m € (0; 2 g), zatem réwnanie |f(x — 1) — 3] = m ma dwa rézne rozwigzania dodatnie

dlam € (0;22).
7. Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) = x—il — 2. Uzasadnij, Ze najmniejszg
liczba catkowita spetniajaca nieréwnos¢ f(8 — x) < f(2x) jest liczba 2.
D: Wyznaczmy:

1 1
-0 =mm-2=7-2
1
f2x)=5-=-2
e ) < F(220) 1 5 < 9 < 1 2x—1—-7+x
- & —- -2 & &
fE=-x)=f@ e -2<5 =7 7T—x-"2x—1_ 7-0Cx-1

<0 &

3x —8 1
— =<0 3x —8)(7 — 2x—1)<O0AN x#+7ANx*+=-ANx*1
@(7—x)(2x—1)_ < (3x (7 —x)(2x ) < x x > x S

© x € (52> (7; ).

Najmniejszg liczbg catkowita spelniajacg te nieréwnos¢ jest liczba 2.
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CIAGI

1. Uzasadnij, Ze suma wszystkich liczb naturalnych nieparzystych czterocyfrowych
mniejszych od 5000 jest réwna 6000000.
D: Liczb naturalnych nieparzystych czterocyfrowych mniejszych od 5000 jest 2000,
najmniejsza z nich jest 1001, a najwieksza 4999. Liczby te s3 kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego o roéznicy r = 2. SKorzystajmy ze wzoru na sume n kolejnych

poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego.

S, = (a1+2an)nl zatem Sygq0 = (1001+4z99)~2000 — 6000000.

2. Udowodnij, ze jezeli drugi wyraz ciggu arytmetycznego jest Srednig geometryczng
wyrazu pierwszego i czwartego, to wyraz szosty jest Srednig geometryczng wyrazu
czwartego i dziewiagtego.

Z: (a,) jest ciagiem arytmetycznym takim, ze a,? = a;a,
D: (a,) jest ciggiem arytmetycznym o réznicy i a,? = a,ay, to (a; + r)? = a,(a, + 3r) ©
e a2 +2ar+r2=a2+3a;r © r2=aq;r.
Mamy wykazaé, ze ag? = a,a,
ag? = aza9 © (ay +5r)% = (a; +3r)(a, + 8r) © a2+ 10a,r + 2572
=a;?+1layr + 241 &
o ri=aqr

Réwnos¢ jest prawdziwa, gdyz z zatozenia (a; + r)? = a,(a, + 37).

3. Wpykaz, ze jezeli ilorazem ciggu geometrycznego (a,,) jest 1+T\/§’ to kazdy wyraz ciggu
oprécz wyrazu pierwszego i ostatniego réwny jest réznicy wyrazu nastepujacego
po nim i wyrazu go poprzedzajacego.

Diapy=agy —ar_1 N 1<k<n A kkneN

Korzystajac z definicji ciggu geometrycznego mamy:
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p ax ( 1) <1+\/5 2 )
=a —Qp_{=arq——=a ——)=a —
k+1 k-1 k9 q k\d q k ) 145

_(1+V5 2(1-+5)\
(L2

1+V5+1—-+5

= qy ( > > =q,=1L
4. Wykaz, ze jezeli S, S,,, S3, 0zZnaczajg odpowiednio sume n, 2n i 3n poczatkowych

wyrazow ciggu geometrycznego (a,) to S, (S3, — Son) = (S — Sp)?.

D: g- iloraz ciaggu geometrycznego (a,,)

Korzystajac ze wzoru na sume n kolejnych poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego

rozpatrzmy dwa przypadki:

1° Gdy g = 1,to L =10 S,,(S3,, — Sop) = na;(3na; — 2na,) = n?a;? = (na,)?.

P = (Sy, — S,)? = (2na; —na,)? = (na,)?. L = P, zatem réwno$¢ jest prawdziwa.

2° Gdyq # 1,to

1-q™) [a1(1-¢°™) (1 2") 1-g™)-a,(1-¢*"-1+¢*™")
L=S§ (S3n SZn) — a1( q )[‘11 q _ A q ] as( (11_q)2 —

_ @®(1-q™Mq*"(1-q") _ a12(1 qM3q*"

1-g)* (1-9)?
_ ez (0= a;(1-¢M\? _ a’(1-¢*"-1+¢")? _ a,2(1-a")%¢*" , _
= (Son —Sn)° = ( 1-q 1—q ) = gy i—— . L = P, zatem

réwnos¢ jest prawdziwa.

5. Wykaz, ze jezeli ciag (ab, b?, c?) jest ciggiem arytmetycznym, to ciagg (b, c,2b — a)

jest ciggiem geometrycznym.

D: Z zatozenia i z whasnosci ciggu arytmetycznego wynika, ze 2b? = ab + ¢? & ¢? = 2b% —

ab. Nalezy wykaza¢, ze (b,c,2b —a) sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego

& ¢? = 2b% — ab. Zatem nier6wno$¢ jest prawdziwa.
6. Trzy rézne liczby rzeczywiste rézne od zera tworzg cigg arytmetyczny, a kwadraty
tych liczb zapisane w tym samym porzadku tworza ciag geometryczny. Wykaz, ze

iloraz q tego ciagu jest rowny ¢ = (V2 — 1)? lub g = (V2 + 1)2.
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Z: (x,x + r,x + 2r) - kolejne wyrazy ciagu arytmetycznegoix #0 A x+7r#0 A
x+2r+0
(x2, (x + 1)%, (x + 2r)?) - kolejne wyrazy ciagu geometrycznego

;. (x+71)?
D: Z wiasnosci ciggu geometrycznego mamy q =

=(1+22.

x2
(x+1)? _ (x+21)?
x2 (x+1)2’

Korzystajac z definicji ciagu geometrycznego otrzymujemy
przeksztatceniu r = 0 lub (i)2 +4 G) + 2 = 0,wobectegog =1 lub£ =—2+2 Vv

r=-2-—+2,zatemq = (vV2—1)? lubq = (V2 + 1)%

7. Uzasadnij, ze jesli (a,) jest ciagiem geometrycznym, to ciag (b, ) o wyrazie ogélnym
b, = a,4+1 + a, tezjest ciagiem geometrycznym.

D: Z zatozenia (a,) jest ciggiem geometrycznym, wiec a,,; = a,q. Wobec tego

b, =an41+a, =a,q+a,=a,(q+1) =a,q, zatem (bp)  jest  ciagiem
——
qv
geometrycznym.

n3-1  3n%+1

8. Uzasadnij, ze lim ( )= —2.
n—oo N3+2 n2+4
1 2 1
. n®-1  3n2+1 . n*(1-—) n*(3-—)
D: lim (5=—-——>) =lim = — —=1-3=-2
n—ooo N3+2 n2+n neoo n3(1-—=3 neoo n?(1-—3)
n n

2 3
9. Dana jest funkcja f okreSlona wzorem f(x)=§—j_;+gig2 gi;;

Uzasadnij, ze zbior wartosci tej funkcji ZW = (— > ).
D: Zauwazmy, Ze po prawej stronie mamy sume wyrazéw nieskonczonego ciggu

, x+1 . x+1 . .. T
geometrycznego, w ktorym a, =— i x+# —3 oraz q=—" Suma ta lstnle]e, ]ezell
17 % x+3

+3

x+1
x+3

|<1i
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ai

wynosi S = P
x+1
—<1
i . x+1 x+3 x> -3
Zbadajmy warunek: —1 < 3 < 1 o 1 {x € (—00;—-3) U (—2; 0) oxe
x+3
(=2;0)
e 5 1 1 1
S =" zszS:% A x € (—2; ), zatem f(x) =Sx+5 A x€ (—2; ).
5% s
Funkcja f jest funkcjg liniowa rosngcg w dziedzinie. lim " f(x) =lim 2+(%x +
x—>— Xo—

2=
1 1
__1+5__E'

Wobec tego ZW; = (—%; ).

10. Suma trzech pierwszych wyrazéw nieskoniczonego ciggu geometrycznego jest

. . Lo . 21 o
réwna 21, za$ suma trzech nastepnych wyrazéw jest réwna o Uzasadnij, Ze suma

wszystkich wyrazéw tego nieskoniczonego ciaggu geometrycznego jest rowna 21 e

D:a; + a, + a3z + a, + a5 + ag + -+ - suma nieskoniczonego ciggu geometrycznego, w
a; +a;+az; =21 {a1(1+Q+q2)=21

ktérym g # 0 oraz 21.

21
a4+a5+a6:a

Po przeksztatceniu otrzymamy ¢ = (%4 e q =% A a; = 16.

Sume wszystkich wyrazéw nieskoriczonego ciggu geometrycznego obliczamy ze wzoru

a 16 1
S=-—1 zatemS =—=21-
1-q 1-1 3

11. Uzasadnij, Ze istnieje jedna liczba naturalna spetniajgca réwnanie

p L p p x?  x
D: Lewa strona rownania jest sumg dwéch szeregéw geometrycznych: x + — t toraz

~(rgrde)
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2 3
W szeregu geometrycznym : x + % + XT + .- plerwszy wyraza; = x,q = g Szereg
geometryczny

a;

1_q,jeZeli lq] < 1.

jest zbiezny i jego suma wynosi S =

2x

; N X E (—2; 2)

gl <1 & |§| <loe |x|<2 e xE(—Z;Z),zatemS=1%£=
2

W szeregu geometrycznym — (% + i + é + - ) a; = % q= % € (—1;1), zatem

1

S =2 =—x
1=

Réwnanie przyjmuje postaéZZTxx —x=1 A x€(=2;2).

Po przeksztatceniu otrzymujemy x? + x — 2 = 0, wiecx; = —2 ¢ Dix, = 1 € N.
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TRYGONOMETRIA

1. Wykaz, Ze sin87° — sin 59° — sin 93° + sin 61° = sin 1°.
D:sin87° —sin 59° —sin93° 4 sin 61° =
sin(90° — 3°) — sin(60° — 1°) — sin(90° + 3°) + sin(60° + 1°) =

cos 3° — cos 3° + sin 60° cos 1° + sin 1° cos 60° — sin 60° cos 1° + sin 1° cos 60° =

1
=§sin1°+§sin1° =sin1°

2. Wpykaz, ze jezeli sinx — cosx = a, to Sin(lox)+sm(4x)__5in(6x) =2 —2a?
1+cos(2x)—2 sin?(4x)

D: Zauwazmy, ze 1 — 2 sin?(4x) = cos(8x). Korzystajgc z sumy i réznicy funkcji
trygonometrycznych oraz sinusa podwojonego kata otrzymamy:
[sin(10x) + sin(4x)] — sin(6x) _ 2sin(7x) cos(3x) — 2sin(3x) cos(3x)
cos(8x) + cos(2x) cos(8x) + cos(2x)
_ 2cos(3x)[sin(7x) — sin(3x)] _ 2sin(2x) cos(5x)
2 cos(5x) cos(3x) cos(5x)

= 2sin(2x) = 4sinx cosx

Z zatozenia sin x — cos x = a, po przeksztatceniu otrzymujemy:
sin? x — 2 sinx cosx + cos? x = a?
2sinxcosx = 1 — a?, zatem

4sinx cosx = 2 — 2a?, co dowodzi prawdziwos$ci twierdzenia.

3. Wykaz, ze zbiorem wartosci funkcji f(x) = sin(2x) jest zbior {—2, 2}.

cosx:|sinx]|

sin(2x)

D: f(x) =

Przeksztal¢my wzdér funkcji stosujac definicje wartosci bezwzglednej i wzoru na sume

xik-g A kecC

cosx:|sin x|

podwojonego kata.

( % dlasinx>0/\x¢k.§
SR EE kecC
76 2SInXCosx  Glg sinx <0 A x #k <
—cosxsinx 2
_ (2 dla sinx >0
o= {_2 dla sinx <0

zatem ZWy = {—2,2}.
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4. Uzasadnij, ze r6wnanie 3 cos x + cos(2x) = k ma rozwigzanie, gdy k €< — %; 4>,

D: Korzystajac ze wzoru na cosinus podwojonego kata mozemy zapisal, Ze
f(x) =3 cosx + cos(2x) = 2cos?x + 3 cosx — 1.

Wyprowadzmy zmienng pomocniczg cosx =t A t €< —1;1 >, zatem g(t) = 2t* + 3t —
1A

AN te<—=1;1>.

Funkcja kwadratowa g osigga warto$ci najmniejsze dla t,, = —% €< —1;1>. Zatem
3 17
g (_ Z) T
Wyznaczmy warto$ci funkcji na koncach przedziatu: g(—1) = —2, g(1) = 4. Funkcja
kwadratowa g w przedziale t €< —1;1 > przyjmuje wartosci < —%;4 >, wobec tego
rownanie g(x) = k ma rozwiazanie dla k €< —%; 4 >,
2sin(2x)—-3cos(2x) 9

5. Wiedzac, ze tgx = 3, uzasadnij, ze TsmG@oisesn — ¥

2tgx

D: Wiedzac, ze tgx = 31 tg(2x) = ey

6 3
- A cos(2x) # 0 totg(2x) = =2 A

2 sin(2x)—3 cos(2x)

cos(2x) # 0. Dzielgc licznik i mianownik utamka —
4sin(2x)+5 cos(2x)

przez cos(2x)

otrzymamy:

. 2sin(zx)_ cos(2x) 3
2sin(2x)—3 cos(2x) _ “cos(2x) cos(zx) __ 2tg(2x)—3 _ 2'(_2)_3

Z.

4sin(2x)+5c0s(2x)  45MC0 | cC0SCX) T Ato(2x)45  4.(—2
Sm( x) COS( x) 4'cos(zx)-‘—scos(zx) g( x) 4( 4)+5
. . 6sinx+5cosx A 5
6. Wiedzac, ze ———— = 2, uzasadnij, ze cos(2x) = ——.
4 sin x+cosx 13
. . 6sinx+5cosx . . .
D: Z zalozenia—————— =2 & 6sinx + 5cosx = 8sinx +2cosx & 2sinx = 3cosx

4sinx+cosx
S
& sinx = %cosx A sin?x + cos?x =1, mamy?cost =1 © cos?x = 113.
Korzystajac z funkcji trygonometrycznych podwojonego kata otrzymamy:
5

cos(2x) =2cos?x—1=2 ——1=-=,
13 13
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7. Uzasadnij, ze rownanie 4 sin® x — 8 sin? x — sinx + 2 = 0 ma cztery rozwigzania w

przedziale < —3; 3 >.
D:4sin3x —8sin?x —sinx+2=0 © 4sin?x(sinx —2) —(sinx—2) =0

1 1
& (sinx —2)(4sinx—-1)=0 (sinx—Z)(sinx—E)(sinx-FE) =0

1 1 T 5t
o sinx =2 Vsinx=EVSinx=—— (:)(x=g+2k1'[ Vx=?+2k‘rtv

réwn.sprzeczne 2
T 5 T 5m
x=—g+2kn \Y x=—?+2kn)/\xe<—3;3>=> ng Vx=? \Y
T 5n
x=—g \Y% x=—z
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PLANIMETRIA

1. Wpykaz, Ze trapez nie bedacy réwnolegtobokiem jest réwnoramienny wtedy i tylko
wtedy, gdy ma réwne przekatne.

Dowo6d nalezy poprowadzi¢ w obie strony D c

[(p=>q /\q=>p)<:> peql:

1° Jezeli ABCD jest trapezem réwnoramiennym,

to przekqgtne AC i BD sq réwnej dtugosci.

D: 7 zalozenia ABCD jest trapezem
rownoramiennym, w ktérym AB||CD i |AD| = |BC|. W trapezie rGwnoramiennym katy przy
podstawie sg rowne, z czego wynika, ze tréjkaty ABC i ABD sa przystajace na podstawie
cechy bkb, a co za tym idzie |AC| = |BD|.

2° Jezeli przekgtne AC i BD w trapezie ABCD sq réwne, to trapez jest rownoramienny.

D: Przesunmy przekatng BD o wektor DC (lub narysujmy prosta réwnolegta do BD
przechodzaca przez punkt C), w wyniku czego otrzymamy réwnolegtobok BECD, w ktérym
odpowiednie katy sg rowne. Z zatozenia |AC| = |BD|, wiec po przeksztatceniu |CE| =
|BD| = |AC]|, zatem
|XEAC| = |XAEC|, ale |XEAC| = |&BAC| i |®AEC| = |%ABD|, a wiec |«BAC| = |%ABD|.
Stad i z réwnosci |AC| = |BD| wynika, ze trojkaty ABC i ABD sg przystajgce, wobec tego

|BC| = |AD|, a zatem trapez ABCD jest r6wnoramienny.

2. W réwnobocznym tréjkacie ABC wybrano na bokach BC, AC, AB odpowiednio
punkty A;, By, C; tak, ze BA; = CB; = AC;. Wykaz, ze AA,B;C; jest rGwnoboczny.
D: Z zatozenia AABC jest rownoboczny, zatem
|AB| = |AC| = |BC| = a, |BA;| = |CB,4| = |AC,| =x,
|BC,| = |A,C| = |B;A| = a — x, gdziea > x > 0.
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Wiemy, ze |€A| = |«¥B| = |«C| = 60°. Na podstawie cechy bkb wynika, ze AC;BA;, AA,CB;i
AB,AC, s3a przystajgce. Wobec tego |A.C;| = |A1B;| =|B.Ci|, a zatem AA,;B;C, jest

réwnoboczny.

3. Wykaz, Ze dwusieczna kata prostego w trdjkacie prostokatnym jest takze
dwusieczng kata miedzy Srodkowa i wysokoScia tego tréjkata poprowadzonymi z
wierzchotka kata prostego.

Z: AABC - trojkat prostokatny

CD - wysoko$¢ tréjkata poprowadzona z wierzchotka kata prostego

CS - Srodkowa tréjkata poprowadzona z wierzchotka kata prostego B

CE - odcinek zawarty w dwusiecznej kata prostego

|%ACD| =y :

|«BCS| =6

S 4

D: Zauwazmy, ze |XDCE|=45°—y oraz |XECS|=45°-6. Aby D
udowodni¢, ze |2DCE| = |&ECS| nalezy pokaza¢, ze y = 6.
Z warunku, ze CS jest srodkowa tréjkata poprowadzong z wierzchotka 0y A
kata prostego wynika, ze |BS| = |CS|, zatem A BSC jest rbwnoramienny, ¢’ A
stad B = 4.

A ADC jest trojkatem prostokatnym, w ktérym y = 90°—a. W AABC a+ [ =90° s a =
90° — f,stady = 90°—90°+ 8 = 3, wobectegoy = 6 = f.

4. Wykaz, ze suma dtugos$ci Srodkowych tréjkata jest mniejsza od obwodu i wieksza
od % obwodu tego trojkata.

Z: A4, B;, C; - $Srodki odcinkéw BC, AC, AB

|AB| =c¢

|BC|=a

|AC| = b

S - punkt przeciecia sie srodkowych A ABC A C, B
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D: Z nieréwnosci tréjkata i wlasnosci srodkowych wynika, ze §|BB1| +§|CC1| >a =
= |CCy| + |BB4| > %a, analogicznie |CC,| + |AA,| > gb oraz |AA;| + |BB,| > %c.
Dodajac te nierdwnosci stronami otrzymujemy: 2|4AA;| + 2|BB¢| + 2|CC;| > %(a +b+0),

co przy podzieleniu przez 2 daje nam |AA,| + |BB;|2|CC,| > %(a +b+0).

Korzystajac z wtasno$ci wektoréw mamy:

AA; = AC + CA,

ST T 2T o 244, = AC + AB + CA, + BA, = 244, = AC + AB, wobec tego
AA, = AB + BA, —

=0

|AC|+|AB b+c . . a+c a+b . .
laci+iasl _ - Analogicznie |[BB,| < —oraz [CCy| < — - copo dodaniu stronami

|[4A;] <
daje nam

|AA,| + |BB,| + |CC,]| <%+“T+C+%b = |AA{| + |BB,| +|CC,| <a+b +c.

5. Wykaz, ze Srodki podstaw trapezu i punkt przeciecia sie jego przekatnych s3

punktami wspo6tliniowymi.

Z: O - punkt przeciecia sie przekatnych trapezu D I C
E - $rodek odcinka AB
F - punkt przeciecia sie prostej EO z )
odcinkiem €D
D: Aby udowodni¢ powyzsze twierdzenie,
wystarczy wykazac¢, ze |DF| = |FC]|. _A,\' [v

Z zatozenia ABCD jest trapezem, z czego wynika,

ze A AOB i A COD s3 podobne. Analogicznie podobne sg takze A BOE i A DOF oraz A AOE i

A COF. 7 tego wynika, ze IDF] _ 10F] IFcl _ 10F]

IDF| _ |FC|
|[EB| ~ |AE| |AE| ~ |OE|

zatem =—, 7 zalozenia
|EB| ~ |AE|

|AE| = |EB|, stad |DF| = |FC|, wobec tego punkty E, O, F sa wspétliniowe.
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6. Punkty 44, A,, As, ..., A,, dzielg okrag na 24 réwne tuki. Wykaz, ze |<A;BA4| =
105°, gdzie B jest punktem przeciecia sie cieciw
A1A1oi1AsA. -

D: Korzystajac z wiasnosci katéw wpisanych i opisanych
na okregu i opartych na tym samym tuku mamy:

1 4 o _ ono
|xA;A10As| —5-5-360 = 30° oraz

|%xA1645410] = %-%- 360° = 45°, z tego wynika, ze

|%AsBA;o| = 180° — (30° + 45°) = 105°.
Zatem |<A1BA16| = |<A53A10| = 1050.

7. Wykaz, ze jezeli kazda z dwoéch przekatnych czworokata wypuktego dzieli go na
tréjkaty o rownych polach, to ten czworokat jest r6wnolegtobokiem.
D: Aby wykaza¢, ze ABCD jest réwnolegtobokiem, nalezy udowodnié, Ze przekatne
czworokata ABCD dzielg sie na potowy.

Z zatozenia wynika, Ze Pasgp = Pagcp 1

Ppagc = Paapc:

Z pierwszego rownania wynika, Ze
%lBDl -|AE| = §|BD| -|CF| = |AE| = |CF|.

Zauwazmy, ze Ppgoc + Pacop = Pasoc + Paaos

= Pacop = Praos = |DO| =|BO| = 0 jest A B
Srodkiem przekatnej BD. Postepujac
analogicznie mozemy stwierdzi¢, ze O jest $rodkiem przekatnej AC, zatem ABCD jest
réwnolegtobokiem.

8. Uzasadnij, ze pole trapezu rownoramiennego, w ktérym przekatna o dtugosci d

tworzy z dluzsza podstawg kat a, jest réwne P = %dz sin 2a.

Z: ABCD - trapez rOwnoramienny

D a ¢
d - przekatna trapezu p
a - kat, ktory przekatna tworzy z dluzsza
podstawg
d I
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a+b

D: Z zatozenia, ze czworokat ABCDjest trapezem rownoramiennym wynika, ze [AE| = —.

2
h . . |AE|

W A EAC mamy: S =sina = h=d~sm(xorazT=cosa = |AE| =d - cosa

Pagcp = aTer- h=|AE|-h =dcosa - dsina = d?sin a cos a . Korzystajac z funkcji

trygonometrycznych podwojonego kata (sin 2a = 2 sin a cos a) otrzymamy Pygcp =

1 .
E d?sin 2a.

9. Dany jest prostokat ABCD, w ktérym |AB| = a, |BC| = b. Wykaz, Ze odlegtosci
wierzchotkéw B i D od prostej AC sa

D

Z: d - odlegto$¢ wierzchotka B od prostej AC E
a - kat, jaki tworzy odcinek AB z
przekatng AC
E - rzut prostokatny wierzchotka B na . d
prosta AC

(8}

b

w AABE: sinazg = d=asina

b =

w AABC: sina = ——

|AC| - va?+b?
p ab
= =q- =
Va2 + b2 a2+ b?
;o . . . . , __ab
Odlegtosci wierzchotkéw B i D od prostej AC sa rowne d = N

10. Wykaz, ze Srodkowe trojkata dziela go na szes$¢ tréjkatéw o réwnych polach.

Z:P, = PAAC1S

('v

P, = PABQS
P; = PABSA1
Py = PAA15C

Ps = PAC531

b



Pg = PAASB1

1
Py =§|1‘1C1|'h1
1
P2=§|BC1|‘h1
P5 =P6'

Z zalozenia |AC;| = |BC,|, zatem P, = P,, analogicznie P; = P, i

Zauwazmy, ze Srodkowa CC; dzieli AABC na dwa tréjkaty C;BC i AC,C o réwnych bokach

|CiC| = |AC,| i wspblnej wysokosci €D, zatem P, + P; + P, = P; + Ps + P,. Uwzgledniajac

powyzsze réwnosci (P, = P,, P; = P,, Ps = Pg) mozemy zapisal, ze P; = Ps oraz P, = P,

CZyliP1=P2=P3==P4:P5=P6_

11. W tréjkacie réwnoramiennym ABC podstawa AB ma dtugo$¢ c, za$ kat wewnetrzny

przy podstawie ma dtugos$¢ a. Uzasadnij, Ze dtugos$¢ Srodkowej tego tréjkata jest

, cV1+8cosia
rownax = ——.
4cosa
Z: |AC| = |BC| = 2a
|BD| = x
|AB| = ¢

|CE] - wysoko$¢ poprowadzona na podstawe
AB,
a € (0,90°)

1
D: W A AEC: |AE| =3¢ = 2 = cosa > a=

2a 4cosa’

W A ABD 7z twierdzenia cosinuséw: x% =a®+c?—2ac-cosa & x? =

2

2

16 cos? a
2c%cosa
4cosa
1 1 1+8cos’a cV1+8cosZa
@xzzcz( 1——)4:) x? = ¢?———, wobectego x = ———.
16 cos?a 2 16 cos?a 4cosa

12. Wykaz, ze jezeli a, b, ¢ s dlugosciami bokéw trojkata, a kat a jest katem

wewnetrzym zawartym miedzy bokami o

2
dtugoscibic, to % +cosa = 1.
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D: Przyjmijmy oznaczenia tak jak na rysunku obok.

b%+c%-a?

Korzystajgc z twierdzenia cosinuséw mamy: a® = b% + ¢? — 2bccosa = cosa = P

Korzystajac z nieréwnosci (b — ¢)? > 0 &

2 2 2 2 b2+C2 az az
S b —2bc+c“ >0 © b+c*=2bc & >1, wobec tego —+cosa=—+
2bc 2bc 2bc

b2+c?-a? _
2bc
_ b%+c?

> 1.
2bc

32



GEOMETRIA ANALITYCZNA

1. Uzasadnij, ze pole kwadratu wpisanego w okrag o réwnaniu x? + y2 — 4x + 6y —
12 = 0 jest rowne 50.
D: Przeksztat¢émy réwnanie okregu do postaci kanonicznej:
X’ +y2—4x+6y—12=0 © (x—2)>+(y+3)2=25r=5
Pole kwadratu wpisanego w okrag o promieniu r = 5 jest rowne P = % (2r)? = % 100 =

50.

2. Dane s3 konice A = (3,0) i C = (—4,1) przekatnej kwadratu ABCD. Uzasadnij, ze
pozostate wierzchotki maja wspétrzedne B = (0,4)i D = (—1,-3).
D: Wyznaczmy réwnanie prostej AC: y = —%x + ; $rodek odcinka AC: S = (—%,%) oraz
réwnanie prostej BD, ktora jest prostopadta do prostej AC i przechodzi przez punkt S;
BD:y = 7x + 4.
Aby wyznaczy¢ wspoétrzedne wierzchotkéw B i D nalezy skorzysta¢ z odlegtosci punktu od

prostej lub rozwigza¢ uktad réwnan:

y=7x+4 _ 1 1 s
{(x+%)2+(y—%)2=T2'gdZIer=E|AC|=EV49+1=5\/§
{y=7x+4 )

1, 1, _25=250x*+50x=0 e x(x+1) =0 (x=0V x=-1),
x+H2+ (-2 =2

x=0 {x=—1

zatem {y —4 y=—3

Pozostate wierzchotki kwadratu majg wspoétrzedne (0, 4); (—1, —3).

3. Udowodnij, ze suma kwadratéw odlegtosci dowolnego punktu P od wierzchotkow
przeciwlegtych A i C prostokata ABCD jest réwna sum/i\e kwadratéw odlegtosci
punktu P od wierzchotkéw B i D.

D: Umie$¢my prostokat ABCD w prostokatnym & :

uktadzie wspétrzednych. Wéwczas: | / \
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{|AP|2 + |CP|? = x% + y? + (x — a)? + (y — b)?
|BP|2+ |DP|?> = (x — a)? + y* + x2 + (y — b)?

Z powyzszego wynika, ze |AP|? + |CP|?> = |BP|? + |DP|?

4. Uzasadnij, ze dlugos¢ promienia okregu r wpisanego w tréjkat o wierzchotkach
A=(0,0),B =(—4,0)iC = (0,4) jestréwny r = 4 — 2+/2.
D: Zauwazmy, ze AABC jest prostokatny, gdzie |AC| = 4, |AB| = 4i |BC| = 4V/2.
Korzystajac z wilasnosci, ze dtugo$¢ promienia okregu wpisanego w tréjkat prostokatny

+b-c

wyraza sie wzorem r = 2 obliczamy dtugos$¢ promieniar = %_4\5 =4 —2V2.
5. Dwa wierzcholki 4 i B prostokata lezg na paraboli o réwnaniu y = x? —4x + 4, a
pozostate dwa C i D na cieciwie paraboli wyznaczonej przez prosta y = 3.

Uzasadnij, ze najwieksza warto$c¢ pola prostokata ABCD wynosi 4.

Z: A = (x, (x — 2)?), gdzie x € (0;2) P
B=(4-x(x—2)% 'N\ /
C=(4-x3) 2
D= (x,3)
D: s
PABCD=|AB|'|AD|=\/(4_x_x)2' 0
Jax—x)2+@—-(x—2)2)2= s :

=l4-2x|-13-(x—-2)*=
=|-2x3+12x2—18x+4| A x> 0.

Wyznaczmy pochodng funkcji P (x).
P(x) =|—-6x%2+24x—18| = | —6(x—1)(x — 3)|

Warunek konieczny istnienia ekstremum: P*(x) =0 & (x =1 Vx = 3)
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Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum: P*(x) > 0 & x € (0;1) U (3; =)

P(x)<0 e xe(1;3) A xe(0;2)
Wobec tego By, = P(1) = 4.

6. Dwie wysokoSci tréjkata ABC, gdzie A = (3,—4) zawarte sa w prostych o
réwnaniach y = %x —% iy= %x — g. Uzasadnij, ze pozostate wierzchotki tréjkata
majg wspétrzedne B = (—4,—2) oraz C = (1, 3).
D: Proste, w ktérych zawieraja sie wysoko$ci trdjkata sg prostopadie do prostych
zawierajacych boki tego tréjkata.
AC L Iy AN AB L ],

7 13
ACiy=—=x+b AN A=3,-4)€EAC=> b=—

2 2
a1 13
.y——zx 7

Analogicznie wyznaczamy réwnanie prostej AB.

2
AB:y=—x+b A A=(3,~4)€AB= AB:y

2 22
A
Rozwiazujac dwa uktady réwnan wyznaczymy wspoéirzedne szukanych punktow.
7 +13
y="5xT—5 7 13 7 1 =1
N S £ =
R it i R R
Y=2% 72
2 +6
y=zx7v5 2 6 2 22 —4
7 7 2 2__ & L4 x — (A _
~ 2 22<:>7x+7 7x 7=>~{ _Z:B—(4, 2)
y=T7r T

7. Uzasadnij, ze okrag o $Srodku S = (4, 2), ktéry na prostej o réwnaniu x —y — 6 =0
odcina cieciwe o dhugosci 2v2 okresla sie wzorem (x — 4)% + (y — 2)? = 10.
D: WprowadZmy oznaczenia jak na rysunku obok.

Z zatozenia |AB| = 2v/2, stad |BD| = V2.
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Korzystajac z odlegtosci punktu od prostej wyznaczmy dtugos$¢ odcinka SD, a nastepnie

korzystajac z twierdzenia Pitagorasa wyznaczmy dtugo$¢ promienia r.

4-2-6
¥=2\/§
V141

r?2 = (V2)2 + (2V2)? = 10
Réwnanie okregu przyjmuje postac¢ (x — 4)% + (y — 2)? = 10.

d(s, 1) =

8. Prosta o réwnaniu x + 2y = 0 przecina parabole o réwnaniu y = —%(x -2)2+1
w punktach A4 i B. Uzasadnij, Ze okrag, ktorego Srodek lezy na prostej 6x + 2y + 5 =

0 i ktéry przechodzi przez punkty A i B okre$la sie wzorem (x — 1)? + (y + %)2 =

125

D: Wyznaczmy wspéirzedne punktédw przeciecia sie prostej i paraboli:
x ;— 2y=0 1 , ,

y=—Z(x—2)2+1® y=—Z(—2y—2) +1e y°+3y=0 y(y+3)=0 <

© =0V y=-3)

Z powyzszego wynika, ze A = (0,0) oraz B = (6, —3).

Punkty A i B naleza do okregu o srodku S = (a, b), ktérego wspoétrzedne nalezg do prostej

6x + 2y + 5 = 0, gdy spetniony jest warunek |AS|?> = |BS|?. Wobec tego |AS|?> = a? + b%2 A

|IBS|? = (a—b)?+(b+3)? =zatem a?+b?=a’>-12a+36+b?>+6b+9 & 12a-—

6b =45
{4a —2b=15
6a+ 2b =-5 (zwarunku,ze S = (a,b) € 1)

a=1
_usS=(1L,-5).
2

Rozwigzujgc uktad réwnan otrzymujemy { b

121 125 . .
r’=a?+br2 o rt=1 +t— e r? = .- zatem okrag ma réwnanie (x - 1%+

Iy _ 125
G+ =
9. Uzasadnij, ze okrag symetryczny do okregu o réwnaniu x? + y? — 6y = 0

wzgledem prostej x — y — 1 = 0 okre$la sie wzorem (x — 4)? + (y + 1)2 = 9.
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D: Aby wyznaczy¢ rownanie okregu O, symetrycznego do okregu 0, wzgledem prostej [
nalezy przeksztatci¢ Srodek S = (0, 3) wzgledem prostej l.

Przeksztat¢my réwnanie okregu do postaci kanonicznej: x?+ (y —3)2=9, S =(0,3),
r=3

Wyznaczmy réwnanie prostej prostopadiej do prostej [ i przechodzacej przez punkt S,

zatem k:y = —x + 3. Proste te przecinajg sie w punkcie M, ktdry jest sSrodkiem odcinka SS".
y=x-—1 _ _ _ _
{y=—x+3 o2y=2y=1Ax=2=>M=(21)
Korzystajac ze wzoru na wspotrzedne srodka odcinka mamy:
x +0
2 =7 @{x‘=4 =>S=U4-DAr=r
y +3 y =-1 Y B
7 1

Okrag po przeksztalceniu wzgledem prostej [ ma réwnanie (x — 4)% + (y + 1) = 9.

10. Uzasadnij, ze odlegto$¢ punktu P = (1,—3) od prostej, do ktérej nalezg punkty
wspolne okregéw o réwnaniach x? + y2 4+ 8x — 4y + 16 = 0 oraz x2 + y? + 2x +
2y — 8 = 0 wynosi 4v/2.

D: Wyznaczmy réwnanie prostej, do ktérej nalezg punkty wspdlne okregéw:
x2+y’+8x—4y+16=x>+y?>+2x+2y—8

6x—6y+24=0

Lx—y+4=0

Korzystajac ze wzoru na odlegto$¢ punktu P = (1, —3) od prostej [ mamy:

d(p,l) =2 =22 _ 45
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STEREOMETRIA

1. W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym pole powierzchni bocznej jest réwne

sumie po6l obu podstaw. Wykaz, Ze tangens kata nachylenia przekatnej Sciany

bocznej do sasiedniej Sciany jest rowny tga = %

D: WprowadZmy oznaczenia jak na rysunku obok.

2
Z zatozenia mamy: 3ah = 2 - %5, po przeksztatceniu h = aTF_

h 3,
W AADC,: tga = -2 oraz h L E
x p 2
V3
1 3a2 1 V3a =23
— [p2 1 2 (3¢ 1 > _ -2 _3
X \/h +4a 36+4a 3,Zatemtgoz s = 5
3

2. Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego szesciokatnego ma dtugos¢ 12, a jego

wysokos$¢ jest réwna 24. Wykaz, ze pole przekroju ostrostupa ptlaszczyzng

zawierajacg krawedZ boczng i krétsza podstawe

jest réwne 36v51.
Z:a =6
h =24

D: WprowadZzmy oznaczenia jak na rysunku obok.
Przekrojem tego ostrostupa jest tréjkat réwnoramienny,
ktérego podstawa jest krdtsza przekatna szeSciokata

foremnego, zatem:

P, = % av3 - h,,, gdzie h,- wysoko$¢ AABC

A a

h, = th +7a% = \/24Z +7+122 = 6v17, wobec tego P, = >+ 12v3 - 6V17 = 36V51.
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3. Podstawga ostrostupa jest trdojkat rownoramienny o ramieniu dtugosci 10 cm i

podstawie o dtugosci 16 cm. Wszystkie krawedzie boczne sg rowne 10 cm. Wykaz,

80VII 5
cm®.

Ze objetos¢ tego ostrostupa jest réwna V =
D: WprowadZmy oznaczenia jak na rysunku.
Wyznaczmy objeto$¢ ostrostupa V = % - P, - H, gdzie H- wysoko$¢ ostrostupa
Obliczmy pole podstawy ostrostupa P, = Ppspc = % 16-h, i h, =V10%— 82 = 6, zatem
P, = 48 cm?®.
Korzystamy z wtasnoSci: jezeli wszystkie krawedzie boczne
ostrostupa sa tej samej dlugosci, to spodek wysokosci jest
$rodkiem okregu opisanego na podstawie.
Wyznaczmy dlugo$¢ promienia okregu opisanego na AABC.
Korzystajgc ze wzoru na pole tréjkagta mamy B, = % = 48 =

10-10-16 25
——— > R=—cm.
4R 3

Z twierdzenia Pitagorasa w AAS'S: H=+vVk?—-R?=

/100—@=
9

_ s
T3
Wyznaczmy objeto$¢ tego ostrostupa: V = % -48 - %ﬁ = SOF cm?.

4. Przekatna prostopadioscianu tworzy ze $cianami o wspdlnym wierzchotku katy
a, B,y. Wykaz, ze cos? a + cos? § + cos?y = 2.

D: WprowadzZzmy oznaczenia jak na rysunku obok.

x =+/a? + b2
y =+/a? + c?

z=4/b+c? A

d =+a?+b%+c? Y b
Korzystajac z definicji funkcji trygonometrycznej N [ b

mamy: T X b
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x 2 x2
COS(Z=E: cos“a = —;

az
y 2 y?
cosﬂ:E = cos [3=ﬁ,

2

_Z 2., _Z
cosy =- = cos’y =,
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2. _ X y z® _ 2(a®+b“+c®) _ 2d
cos“a+cos®f+cos’y =+ ptn=——pr——=—+

=2

5. W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym o krawedzi podstawy dtugosci a
poprowadzono ptaszczyzne przechodzaca przez krawedZ podstawy i Srodek
przeciwlegtej krawedzi bocznej. Kat nachylenia ptaszczyzny jest réwny

a,a € (0°90°). Udowodnij, Ze objeto$¢ tego (

,-4.‘
graniastostupa jest réownaV = %#. \\\
1, = 4 2 13,
D: WprowadZmy oznaczenia jak na rysunku obok.
1 /_,.-«,“
CS|==H
ICsi 2 / \ |#
av3 S LAeN
el = —= /7N
2 ‘,/_,»— .- \I1 o
Wyznaczmy objetos¢ graniastostupa: V = %g - H. ' a ) w
1
WASCD: tga = E = H = aV3 - tga, zatem
2
2 2
V= af-a\/g-tga = 3a4tg“.

6. W graniastostupie prawidtowym czworokatnym pole powierzchni bocznej jest
réwne sumie pdl obu podstaw. Uzasadnij, Ze cosinus kata nachylenia przekatne;j

graniastostupa do plaszczyzny podstawy jest réwny " P

A 7
cosa = 23—‘5 // \\ //
/
D: WprowadZmy oznaczenia jak na rysunku obok. af + * {l.
W ADBD;: cosa = ad—ﬁ. \ q

. . S 1 \
Z warunkéw zadania wynika, ze 4aH = 2a? = H = S \

. e S



Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa d? = H? + 2a®? & d? =

1 3a avz 22
=Za2+2a2 © d =", zatemcosa = 5z = -,
2

7. Podstawa prostopadto$cianu jest kwadrat. Suma dlugosci wszystkich krawedzi

prostopadio$cianu jest rowna 120. Uzasadnij, Ze pole powierzchni catkowitej tego

prostopadio$cianu jest najwieksze, gdy prostopadio$cian jest sze$cianem o

krawedzi dtugosci 10.

D: WprowadZmy oznaczenia jak na rysunku obok.

Z warunkéw zadania wynika: 8x + 4h = 120 = h =30 — 2x;

x € (0; 15).

Wyznaczmy pole powierzchni catkowitej prostopadto$cianu:

P = 2x? + 4xh = 2x? + 4x(30 — 2x) = —6x2 + 120x

P(x) = —6x%+120x A x € (0;15)

P(x)- funkcja kwadratowa, ktéra osigga wartos$¢ najwieksza dla

x,="22=10 > x=10 A h =10
-12

Pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu jest najwieksze, ¢

gdy jest on sze$cianem o krawedzi dtugosci 10.

8. Podstawa ABC i $ciana boczna BCD tréjkatnego ostrostupa

sg trojkatami

réwnobocznymi o boku a. Krawedz DA jest nachylona do podstawy ostrostupa pod

katem a. Wykaz, ze objeto$¢ tego ostrostupa

a?sin2a
8

wynosiV =
D: WprowadzZzmy oznaczenia jak na rysunku obok.

Z zatozenia wynika, ze A AED jest r6wnoramienny o boku

dtugosci aTﬁ
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2
l-‘I;E-H,gdzie

Wyznaczmy objetos¢ tego ostrostupa: V = 3

H- wysoko$¢ ostrostupa, ktérg wyznaczymy z poréwnania pola A AED

( 2
!PAAED_;‘ﬁ‘%'Sln(:lSOO—(Z)—g% sin 2a V3asin 2a
| 1 aV3 = H= - 2
kPAAED ZE'T'H
1 2\/_ V3asin 2a _ a?sin 2a
3 4 2 8
9. Podstawg ostrostupa jest trojkat prostokatny, w ktérym r jets dtugoscig promienia

okregu wpisanego, oraz R jest dlugoscia promienia okregu opisanego na tym
tréjkacie. Wszystkie §ciany boczne nachylone sg do ptaszczyzny podstawy pod tym
samym katem a. Wykaz, ze objeto$¢ tego ostrostupa jest rowna V = %rz tga (2R +
).
Z: r- dtugo$c¢ okregu wpisanego w trojkat prostokatny
R- dtugo$¢ okregu opisanego na tréjkacie

prostokatnym

D: WprowadZmy oznaczenia jak na rysunku obok.
Wyznaczmy wysoko$¢ ostrostupa: V = § P,-H= §
lab-H

2

Jezeli wszystkie krawedzie boczne nachylone sg do

ptaszczyzny podstawy pod tym samym katem, to spodek
wysokosci jest sSrodkiem okregu wpisanego w wielokat
w podstawie.

H
tga=7 > H=r-tga

Korzystajac z wiasnosci trojkata prostokatnego 2R + 2r = a + b.
Podnoszgc obie strony réwnania do kwadratu otrzymamy 4R? + 8Rr + 4r? = a? + 2ab +
b2.

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa w AABC mamy a? + b? = 4R?, zatem

4R? + 8Rr + 412 = 4R? + 2ab = “7”= 2Rr + 12,
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Podstawiajagc do wzoru na objeto$¢ ostrostupa mamy V = % -(2QRr+71%) 1 tga =

%rz tga 2R + 7).
10.

11. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedZ boczna tworzy z krawedzig

podstawy kat a. Wykaz, ze cos 8 = — ctg? a, gdzie f jest katem miedzy sgsiednimi

$cianami bocznymi w tym ostrostupie.
D: WprowadZzmy oznaczenia jak na rysunku obok.

Korzystajac z twierdzenia cosinuséw w AAEC:

2a? = x? + x? — 2x%cos B = a? = x?(1 — cospB)
Zauwazmy, Ze AAEB jest prostokatny, zatem sina = §:>
= x =a-sina.

a? =a?sin?a (1 —cosp) &

©1—sina =—sinacosf © cos?a =—sinacosf &

& cosf = —ctg?a

12. Stosunek objetosci dwdéch walcow podobnych jest réwny 1:8. Rdznica pdl

przekrojéw osiowych tych walcéw jest réwna 216 cm?, a suma dhugo$ci promieni

podstaw obu walcow wynosi 9 cm. Uzasadnij, Ze réznica objetosci tych walcow

wynosi 756 cm3.

D: WprowadZmy oznaczenia jak na rysunku obok.

o V1 1
Z zatozenia walce te sg podobne i V—1 =5 k3 = 3= k
2

~zatem R = 2riH = 2h.
Z warunkéw zadania wynika, ze
R4+r=9=>r=3cm, 2RH—-2rh=216 = RH—rh=

108.

Uwzgledniajac powyzsze warunki mamy
6:-2h—3h=108 = h=12cm.
Obliczajac objetosci walcow V; iV, mamy:
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V, =m-6%-24 = 8641 cm?
V, =m-3%2-12 = 108w cm?
V, —V, = 864m — 108w = 756w cm?3

13. Pole przekroju osiowego stozka jest V3m razy mniejsze od pola powierzchni
catkowitej tego stozka. Wykaz, Ze tworzaca stozka jest nachylona do ptaszczyzny
podstawy pod katem a = 60°.

D: WprowadZmy oznaczenia jak na rysunku obok.
Z warunkéw zadania wynika, ze \/ﬁPp = P, zatem:
V3nrh = nr? + nrl

V3h=r+1

T

V3=—+ /
h

V3 =ctga + Lo e (00900 %’d_
YT G ¢ (0%90%) .

V3sina = cosa + 1 \ e /

3sina =cos?a +2cosa + 1

=~

3(1 —cos?a) =cos?a +2cosa +1

2cos’a+cosa—1=0

1 1
2(cosa—1)<cosa—§>=0 S cosa=1€¢D v cosa=§ = a = 60°

14. Romb o k3cie ostrym 2a obraca sie raz wokot krotszej przekatnej, a drugi raz

wokét dtuzszej przekatnej. Uzasadnij, ze stosunek objetosci tych bryt jest rowny
4%

L, =B

D: : WprowadzZmy oznaczenia jak na rysunku obok.
Zauwazmy, ze przekatne rombu dzielg sie na potowy i

przecinajg sie pod katem prostym.

r
tga=E=>r:h-tga
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W wyniku obrotu rombu wokoét krétszej lub dtuzszej przekatnej otrzymamy dwa
przystajace stozki zlagczone podstawami, zatem:

1 2
vV, =2 ~§nh2r = Enh3 tg?a

1

V,=2-=nr?h = E1rh3 tga
2 3 3

Vv, %nh3 tg?a

=t
v, §a

%T[h3 tga

15. Przekatna przekroju osiowego walca tworzy z podstawa walca kat 30°. Wykaz, ze
jezeli przekatna ta ma dtugo$¢ 83/0,2, to objeto$¢ walca jest réwna objetosci bryty
otrzymanej w wyniku obrotu tréjkata prostokatnego o przyprostokatnych diugosci
31 4 dookota przeciwprostokatnej.

Z: V- objetos¢ walca S——l
V,- objetos¢ bryty otrzymanej w wyniku obrotu f

tréjkata prostokatnego wokét

przeciwprostokatnej d /s
. ==
D: WprowadZmy oznaczenia jak na rysunku obok. /-,,'.--— oot
| S - o : v
V, = mR*H L
1 1 1
v, = §m‘2h1 + §nr2h2 = Enrzh

Z poréwnania polaw AABC:

2
12 1 12
= r=?,zatemV2 =§7T'(?) -5=96m

Wyznaczmy objetos¢ walca V;.

Zauwazmy, ze sin @ = g > H=dsina = H=8-302-5 > H=14302
2R V3

cosa=— = 2R=dcosa = 21!?:8-3/0,2-7 = R=2-302-3

2
Vy=m-(2-302-V3) -43/0,2=96mn
Z powyzszego wynika, ze V; =V, = 9,61
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16. Wysoko$¢ ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest réwna h. Kat miedzy
$ciang boczng a ptaszczyzng podstawy jest rowny 2a,a € (0°,90°). Uzasadnij, ze
pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa jest

4h?

réwne P, = ————.
tga-tg2a
D: WprowadZzmy oznaczenia jak na rysunku obok.

ISE| = 2
_Ea

1
-a

WASS'E: ctg2a =27 = a=2h-ctg2a

. h h
sin2a =— = h; =—
hg sin2a

Wyznaczmy pole powierzchni catkowitej ostrostupa:

1
_ 2 . — 2 2 . . =
P.=a’+4 5@ hs = 4h*ctg” 2a + 2 - 2hctg 2a Sn2a

4h? ctg2a

= 4h? ctg? 2
ctg”la+ sin 2a

1
=4h2t2(t2 )=
ctgla|ctg a+sin2af

cos2a 1

= 4h? ctg2a ( =

2cosa—1+1
)=4h2ctg2cx

sin2a sin2a 2sina cosa

4h?

= 4h?ctga - ctga = ————
Clg s g tga - tg2a

17. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym o wysokosci h kat miedzy sgsiednimi
$cianami bocznymi jest réwny Z2a,a € (0°,90°). Uzasadnij, ze objeto$¢ tego
ostrostupa jest réwna V = §h3 (tg?a—1).

D: WprowadZmy oznaczenia jak na rysunku obok.
Wyznaczmy objetos$¢ ostrostupa: V = %azh (nalezy uzalezni¢ a
odhia)

Z poréwnania pola ABCS mamy:

P =1xk

ABCS — 5, 2 2
2, gdzie k= /h2+—2“; hy= |R2+%; x =

Prgcs = =ah 4 4

ABCS 2 S

avz

2sina’
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av2

2sina

2 2a? o . iy .
Wobec tego mamy - |h? +a:= a\/h2 +%, podnie§my réwno$¢ obustronnie do

kwadratu:

1 2 4 a? 2 4 a? a? (1 —sin®«a B2 (1 1 )
— | = — e —|— | = — =
2sin?a 2 4 4 sin? a 2sin? a

5 cos®a 5 2sinfa—1 5 5 sin® @ — cos® a 5 S
ﬁa.sinz(X:Zh m@a =2h W@a =2h(tg a—l)

Zatem V =§-2h2(tg2a' -1)-h= §h3(tg2a -1).

18. W ostrostupie prawidlowym czworokatnym $ciany boczne s3 tréjkatami

réwnobocznymi. Uzasadnij, ze cosinus Kkata nachylenia $ciany bocznej do

. . V3
ptaszczyzny podstawy jest rowny cos a = 5

D: WprowadZmy oznaczenia jak na rysunku obok.

Z zatozenia Sciany boczne s3 tréjkgtami réwnobocznymi,

1
_af3 _ 2% _ 3
dlatego hy = - vzatemcosa = 2 = =~

2
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KOMBINATORYKA I RACHUNEK
PRAWDOPODOBIENSTWA

1. Sze$¢ ponumerowanych kul wrzucamy do pieciu ponumerowanych pudetek tak,

aby trzy pudetka byly puste. Uzasadnij, Ze prawdopodobienstwo otrzymanego

124

zdarzenia wynosi .
3125

D: Zauwazmy, Ze jezeli wrzucamy sze$¢ ponumerowanych kul do pieciu ponumerowanych
pudetek to [Q| = 5¢ = 15625.

Zdarzenie A polega na tym, ze trzy pudetka majg by¢ puste, zatem kule trzeba umiescié

tylko w dwoch pudetkach.
A=C2(26-2)=10-(64—2) =620
PA) = 620 124

"~ 15625 3125

2. Doswiadczenie losowe polega na pieciokrotnym rzucie symetryczng sze$cienng
kostka do gry. Uzasadnij, ze prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na

tym, ze otrzymamy doktadnie trzy razy $ciane z trzema oczkami i suma liczb oczek
. . . . . 5
uzyskanych we wszystkich rzutach bedzie podzielna przez 3, jest r6wne yevs

D: Doswiadczenie polega na pieciokrotnym rzucie symetryczng szeScienng kostka do gry,
zdarzeniami elementarnymi s3 pieciowyrazowe ciggi o wartosciach w zbiorze
sze$cioelementowym. Mamy model klasyczny |Q] = 6°.

Zdarzenie A polega na tym, ze otrzymamy doktadnie trzy razy $ciane z trzema oczkami i
suma liczb oczek uzyskanych we wszystkich rzutach bedzie podzielna przez trzy. Ustalmy,
na ile sposobdw mozna wybra¢ pozycje dla trzech tréjek w piecioelementowym ciggu:
C3 =10. Aby suma oczek byla podzielna przez trzy, to pozostate dwa wyrazy ciagu
piecioelementowego musza wynosic: (1,2), (2,1), (2,4), (4,2), (4,6), (6,4), (6,6), (1,5),
(5,1) (dziewie¢ mozliwosci). Zatem A=10-9=90.

9 5

P(4) =2 =

65 432
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3. Ze zbioru liczb {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} losujemy trzy razy po jednej liczbie bez
zwracania. Oznaczajgc kolejno wylosowane liczby przez x,y,z, tworzymy liczbe

a =100x + 10y + z. Udowodnij, ze prawdopodobienstwo zdarzenia A, ze
utworzona liczba a bedzie trzycyfrowa i nieparzysta wynosi %‘

D: Ze zbioru X losujemy trzy razy po jednej liczbie bez zwracania, zatem wszystkich

zdarzen elementarnych jest [2] =99 -8 = 648.

Zdarzenie A polega na tym, ze utworzona liczba ma by¢ trzycyfrowa i nieparzysta. Cyfre

setek mozemy wybra¢ na osiem sposobdw, cyfre dziesigtek takze na osiem sposobdéw, a

cyfre jednosci

na pie¢ sposob6éw, zatem A = 8- 8- 5 = 320.

PUA)=2=2

4. Ze zbioru liczb {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} losujemy jednoczes$nie cztery liczby.

Uzasadnij, Ze prawdopodobienistwo zdarzenia polegajacego na tym, ze doktadnie
dwie liczby beda parzyste oraz doktadnie jedna liczba bedzie podzielna przez 5 jest
réwne g.

D: Ze zbioru X losujemy jednoczes$nie cztery liczby, zatem wszystkich zdarzen

elementarnych jest C}, = 210.

Zdarzenie A polega na tym, aby doktadnie dwie liczby byty parzyste i doktadnie jedna liczba

byta podzielna przez 5. Nalezy rozpatrze¢ dwa przypadki:

1° Jezeli wylosujemy liczbe 5, to nalezy dodatkowo wylosowac jedna liczbe nieparzysta

(procz 5) oraz dwie liczby parzyste (bez 10), zatem A, =1-4-4-3 =48,

2° Jezeli wylosujemy liczbe 10, to nalezy wylosowac¢ jeszcze jedna liczbe parzystg (bez 10) i

dwie liczby nieparzyste (bez 5), ZatemA=2 =1-4-4-3=48

A=A, +4,=48-2=96
96 16

49



5. Rzucono dziesie¢ razy symetryczng szeScienng kostka do gry. Uzasadnij, Ze

prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, Ze w pierwszym rzucie
otrzymano sze$¢ oczek, pod warunkiem, ze otrzymano trzy széstki, wynosi TS

D: Rzucono dziesie¢ razy symetryczng sze$cienng kostka do gry, zatem wszystkich zdarzen
elementarnych jest |Q| = 6°.
Zdarzenie A polega na tym, ze w pierwszym rzucie otrzymano sze$¢ oczek, pod warunkiem,

Ze otrzymano trzy szostki. Nalezy obliczy¢ prawdopodobiefistwo warunkowe:

P(ANB)

P(AIB) = —5 s

A P(B)>0, ALBcQ

Prawdopodobienstwo warunkowe mozemy roéwniez obliczyé zmieniajac przestrzen
zdarzen elementarnych ograniczajac jg tylko do tych zdarzen, ktére sprzyjajg zdarzeniu B
(to zbidr Qg), ale wtedy obliczajac prawdopodobienstwo zdarzenia A korzystamy juz tylko

ze wzoru na prawdopodobienstwo klasyczne (na przestrzen Q).

051 = Cfy 57 =120-5
)
wybieramy
miejsce dla
trzech 6
B= 1 - (¢} -5=36-5
() N
) 6na wybieramy
plET:W:S‘Zym miejsce dla
miejscu dwoéch 6
3657 3
P(A|B) = P(B|Qp) = 5= =
6. O zdarzeniach 4,B cQ wiadomo, ze P(AUB)=P(B)=> i P(ANB)=.

3 4

Uzasadnij, ze P(A — B) = 0.
D:ABcQ A P(AUB)=P(B)>ACB
P(AnB)zi = A+B

P(A-B)=P(@)=0

7. 0 zdarzeniach A, B c Q wiadomo, ze P(A) =§ i P(B) = % Wykaz, ze %S P(A—

B) <

winN

D:A4,BcQ A P(A)=§ A P(B)=%

P(ANB) < P(A—B) < P(A)
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8. O zdarzeniach A, B c Q wiadomo, ze s3a niezalezne i P(B) > 0 oraz 4P(A) =

7P(A N B). Uzasadnij, ze P(B") = ;

D: A, B c QA s3niezalezne & P(ANB) = P(A) - P(B)

Z zatozenia 4P(A) = 7P(A N B), zatem 4P(A) = 7P(A) - P(B) & P(A)[7P(B) —4]=0 &

© P(A)=0 v 7P(B) =1.
nie mozliwe
Korzystajac z wiasnosci P(B) =1 —P(B),P(B) =1 — % = %
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RACHUNEK ROZNICZKOWY

2x*
x2+1

1. Do wykresu funkgcji f(x) = poprowadzono styczne w punktach, w ktérych

rzedna (y) jest rowna 1. Uzasadnij, ze obwdd tréjkata, ktérego wierzchotkami

sg punkty stycznosci oraz punkt wspélny tych stycznych, jest rowny 2 + 2v10.

2X04
X02+1

D: Z warunkéw zadania wynika, ze f(x,) = 1 & =1 2x*—x%-1=0¢&

& 2(x?+3)@? -1 =0 x?-1=0 & (xp=1V xy = —1).
Proste s3 styczne do wykresu funkcji w punktach P, = (—1,1), P, = (1, 1).
Prosta styczna do wykresu funkcji y = f(x) ma réwnanie y = f (xq)(x — xo) + f(x0).

4x5 + 8x3

POy

Prosta [; styczna do wykresu funkcji y = f(x) w punkcie P; = (—1, 1) ma réwnanie:
liry = (?)(x+1)+1 =>y=-3x—-2.

Prosta [, styczna do wykresu funkcji y = f(x) w punkcie P; = (1, 1) ma réwnanie:
Ly=(2)x-1D+1>y=3x-2

Z warunkow zadania nalezy wyznaczy¢ wspotrzedne punktu przeciecia sie stycznych:

{y=—3x—2 o {x=0
y=3x—-2 y=-2

Punkty M = (0,-2), P, =(—1,1) i P, =(1,1) sg wierzchotkami tréjkata, ktérego
obwod nalezy wyznaczy¢.

|P1P2| = 2, |P1M| = VlO, |P2M| = VlO,WObeCtegOLAplpzM =2 + 2\/10

2. Dana jest funkcja okre$lona wzorem f(x) = 16x? +i. Uzasadnij, ze prosta
przechodzaca przez poczatek uktadu wspotrzednych i styczna do wykresu
funkcji f okreslona jest r6wnaniem y = 12x.

D: Prosta styczna do wykresu funkcji y = f(x) w punkcie P = (x3,y,) ma rOwnanie
y = f(x0)(x — x0) + f (x0).
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Obliczamy pochodna funkc;ji f(x):
1
xo2

f(x) = 32x -, zatem y = (32xo - ) (xx — x0) + 16207 + —.
0

Do stycznej nalezy punkt P = (0, 0), wobec tego mamy:

1 1 1
0 = (32x, _x_oz) (—x0) +16x0% + = = x = 3.

Podstawiajac wyznaczone dane do réwnania stycznej otrzymujemy y = 12x -

réwnanie stycznej do wykresu funkcji y = f(x).

3. Liczby x; i x, sg roinymi pierwiastkami réwnania z parametrem m
G - imz) x? 4+ mx + m = 0. Uzasadnij, ze funkcja f(m)=x; +x, nie ma
ekstremo6w lokalnych.
D: x; i x, s3 réznymi pierwiastkami réwnania (% - %mz) x% + mx + m = 0 wtedy, gdy
spetnione sg warunki:

1 1
——-m?#0 o m*—V2Am=£V2

2 4
1 1
A> 0 © m? _4<E_Zm2> >0 & me (—o; —1) U (1; o)
Funkeja f(m) = x, + %, = 17—~ = ,:;fz A m € (—o0; —1) U (1; )\{-V2; v2}.
2 4

Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funkcji jest zerowanie sie pierwszej
pochodne;.

4(m? —2) —8m* —4m®—4

f\(m) = (mz — 2)2 - (mz _ 2)2 Ame (—OO; _1) u (11 OO)\{—\/E, \/i}

ff(m)=0 © —4m? —4 =0 © m? + 1 = 0 - réwnanie sprzeczne
Nie ma takiej wartosci parametru m, dla ktorej zerowataby sie pochodna funkcji,

dlatego nie istnieje ekstremum funkgcji f(m) = x; + x,.
4. Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) = 3x* — 8x3 + 6m?x2,x € R, gdzie

m jest parametrem. Uzasadnij, Ze funkcja ma trzy ekstrema lokalne dla

m € (—=1;0) U (0; 1).
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D: Funkcja f jest rézniczkowalna w R. Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum
funkcji jest zerowanie sie pierwszej pochodnej. Warunkiem wysterczajacym istnienia
ekstremum funkcji r6zniczkowalnej jest zmiana znaku pochodnej przy przejsciu przez
punkt, w ktéorym pochodna sie zeruje.

f(x) =12x3 — 24x? + 12m?x, x €R

Warunek konieczny: f*(x) =0 & 12x(x? —2x+m?) =0 & (12x=0 V

vV x2—-2x+m?=0)

Warunek wystarczajacy: dla x = 0 pochodna sie zeruje i przy przej$ciu przez ten punkt
zmienia znak, czyli istnieje ekstremum. Funkcja g(x) = x? — 2x + m? ma dwa rézne

. L. A>0
miejsca zerowe rozne od zera & 2
m<#0

Zbadajmy warunek dlam = 0, to f*(x) = 12x3 — 24x? = 12x%(x — 2).

© 4—-4m? >0 © me (—1;1)\{0}.

fx)=0e (x=0Vvx=2)

Pochodna przy przejsciu przez punkt x =0 nie zmienia znaku, zatem ekstremum
funkcji w tym punkcie nie istnieje. Z tego wynika, ze dla m = 0 istnieje tylko jedno
ekstremum funkcji w punkcie x = 2.

Z powyzszego wynika, ze funkcja y = f(x) ma trzy ekstrema dlam € (—1;0) U (0; 1).

x2

5. Uzasadnij, ze funkcja f okreslona wzorem f(x) = +1,xER\{—2,2} jest

xZ—
malejaca w kazdym z przedziatéw (0; 2), (2; ).

D: Korzystamy z wiasnosci: jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w przedziale (a; b)

oraz dla kazdego x € (a; b) mamy f (x) < 0, to funkcja f jest malejgca w przedziale

(a; b).

2
Funkcja f(x) = iz—j, x € R\{—2,2} jest r6zniczkowalna w dziedzinie.

2x(x%-4)-2x(x?+1) _ -10x
(x2-4)? SRS

Obliczmy pochodna funkcji f*(x) =

Zbadajmy znak pochodnej funkcji: f'(x) < 0 & % <0 x>0 Ax+2.

Funkcja f jest malejaca w kazdym z przedziatow (0; 2), (2; ).
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x%-3x+4
x-3 '’

6. Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) = x € R\{3}. Uzasadnij, ze

w przedziale < 0; 2 > najwieksza warto$¢ funkcji wynosi —1, a najmniejsza —2.

D: Zbadajmy, czy funkcja ma ekstrema w przedziale < 0; 2 >.

_ (2x-3)(x-3)-x243x—-4 _ x2-6x+5

Obliczmy pochodna: f*(x) = a2 = ey A XELD;2>.
2_
Warunek konieczny istnienia ekstremum: f*(x) = 0 < x(x_G;’C;S =0 e

©Sx=1vx=5¢<0;2>
Warunek wystarczajgcy istnienia ekstremum: f*(x) > 0 & x €< 0;1)
fx)y<oe xe(;2>
Dla x = 1 funkcja osigga maksimum lokalne: f(1) = —1 = M.
Wyznaczmy wartosci funkcji na koncach przedziatu: f(0) = —%, f(2) = —2. Wobec

tego najwieksza warto$¢ funkcji w tym przedziale wynosi —1, a najmniejsza —2.

7. Na krzywej o rownaniu xy = 4 obrano punkty A = (1,4), B =(2,2) i C, przy
czym obydwie wspotrzedne punktu C s ujemne. Wykaz, Ze pole AABC jest
najmniejsze, gdy C = (=2, —2v2).

D: Zadanie mozna rozwigzac¢ na kilka sposobdw.
1° Ppppe = % |AB| - d, gdzie |AB| = V/5, d - odlegto$¢ punktu C od prostej AB
Pole tréjkata bedzie najmniejsze, gdy odlegto$¢ punktu C = (x, %) od prostej AB bedzie

najmniejsza.

2° Zadanie to mozna rozwigzaé takze korzystajac ze wzoru na pole tréjkgta w ujeciu

analitycznym.

Pyapc =5 ||det (AB; AC)||, gdzie AB = [1,—-2] i1 AC = [x — 1,7 — 4]

1 -2
1 14 2 .
PAABC_E x—1 %_4‘ —E|;—4+2x—2|—|;+x—3| A x <0 (zzatozenia)
.2
P‘(x)=%—1=2x: A x <0 (zzatozenia)
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Warunek konieczny istnienia ekstremum:

PX)=0o x2-2=0x=v2¢D Vvx=—2

Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum: P'(x) < 0 & x € (—o0; —/2)
P'(x) >0 © x € (—/2;0)

Poin = P(—\/E) = P, apc jest najmniejsze dla x = —/2, zatem C = (=2, —2v2).

. , . 1 , . .
8. Dany jest wielomian W (x) = Zx“ + ax® + b, o ktérym wiadomo, Ze reszta z

dzielenia tego wielomianu przez dwumian (x —2) jest réwna —2, za$
wspotczynnik kierunkowy stycznej do wykresu w punkcie o odcietej 1 jest
réwny —1. Uzasadnij, ze funkcja y = W (x) jest rosngca w przedziale < 2; o).

W(2) = -2

D: Z warunkow zadania wynika: {W‘(l) -1

1
1°W(2)=Z-4—8a+b=1—8a+b

W(2)=2 & —-8a+b=-3
2° W (x) = x3 + 3ax?

2
W@l =-1e1+3a=-1=21{""3 = 2
b=-3+8a b= -3
. L . 1.4 2 3 25
Funkcja W przyjmuje posta¢ W (x) = XT3 <

Korzystajac z wlasnosci funkcji rézniczkowalnej: jezeli funkcja f jest ré6zniczkowalna w
przedziale otwartym (a; b) oraz dla kazdego x € (a; b) mamy f(x) > 0, to funkcja f
jest rosngca w przedziale (a; b).

Obliczmy W' (x) = x3 — 2x2.

Wx)>0x2-2x2>0 o x>2

Winin = W(2), zatem funkcja W jest rosngca w przedziale < 2; ).

9. Uzasadnij, ze najwieksza warto$¢ funkcji f(x) =x +% w przedziale
< —10; —1 >jestréwna —2.
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D: Zbadajmy, czy funkcja f posiada w przedziale < —10; —1 > ekstremum.

Obliczmy pochodng funkcji f*(x) = 1 — xi A x €< —10;—-1>.

2

Warunek konieczny istnienia ekstremum: f(x) =0 & 1-— x—lz =0ex=1¢DV

x=-1

Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum: f(x) > 0 & x € (—oo; —1) U (1; o)
f(x) <0 e xe(=1L1\{0}

Zatem fyqr = f(—=1) = =2 oraz fyuin = f(1),alex =1 # D.

Zbadajmy wartos¢ funkcji dla x = 10: f(—10) = —10 %.

Z powyzszego wynika, ze najwieksza wartos¢ funkcji f(x) = x +i w przedziale

< —10; —1 >jestréwna —2.
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