


LICZBY RZECZYWISTE

1. b) 1. 2. 810. 3. x n n n n n� � � � � � � � �2 2 4 2 6 2 8 8 18.

4. r � 4. 5. 198. 6. Niedziela. 7. 720 cm. 8. { , }14 19 .

9. { , , , , }� �4 2 0 2 4 .

10. a) { , , , }� � � �319 317 315 313 ; b) { , , , }� � � �208 206 204 202 . 11. {0, 2}.

12. 3
2

. 13. �1 15
26

. 14. a � 6 3, � � �a 6 3, 1 3
18a

� . 15. a� NW , b�W .

16. 2. 17. 1
3

17
33

28
33

� � . 18. � 4
3

. 19. a) 18; b) 3; c) 9; d) 8.

20. a) 3
5
2; b) 5

5
2. 21. a) Tak; b) tak. 22. a) 23; b) 5 2� .

23. a) 100; b) 56. 24. b c a� � .

25. b) a k� � � � � �3 1 5 3 3 16 16100 100( ) , k � N.

26. 7 49 1 2 4 1 50 7 5 2 50 7 5 2 2 10 5 71n n n n n n n( ) ( ) (� � � � � � � � � � � � � �� � � ��

�

2 101n

k

k
N

� �� ��
) .

27. 2016 2016 2 2016 1 2016 2016 1 20162013 2 2013 2 201( ) ( )� � � � � � 3 2 20132017 2017 2017 2016� � � � .

28. Kod 25610244096; b) 3125625125.

29. 2 1n � , 2 3n � , 2 5n � , n� N – kolejne liczby naturalne,
( ) ( ) ( )2 1 2 3 2 5 4 4 1 4 12 9 4 202 2 2 2 2 2n n n n n n n n n� � � � � � � � � � � � � � �25

� � � � � � � � �12 36 35 12 3 2 11 12 112 2n n n n k( ) , k � N.

30. 3 1 3 9 5 1 25 13 3 26 5 13 3 2 53 1 3 1 3n n n n n� � � � �� � � � � � � � � � �( ) ( ) ( n k� �1 13) , k � N.

31. 3 3 7 6 3 27 3 3 3113 113 113 3 116( )� � � � � � � . 32. a) x � � 4
5

; b) x � � 1
3

.

33. a) x � 13; b) x 	 2
3

. 34. a) – 19; b) � 3; c) 2.

35. a) 12; b) 39; c) 132. 36. a) a b� ; b) a b
 ; c) b a
 .

37. a) 9
8

; b) 9. 38. a) x � 7; b) x � 3125; c) x � 10; d) x � 4.

39. a) 17; b) 5; c) 0,3; d) 12; e) 7,2. 40. 18
5

.

41. a) L P� � � � � � � �3 10 10 0 6 10 3 10 3 10 32 3log log log log log ;

b) L � � � � � � � �log log( ) log log log log log2 2 5 8 125 1000 3 103
2
3 3 3 � P.

42. L P� � � � � � � � �log log log log (log log ) (log )2 2 2 25 2 2 5 2 5 2 10 1 .

43. 2 2a b� . 44. 5. 45. a) m � 7; b) m � �8.

46. B³¹d bezwzglêdny | |r p� � 20, b³¹d wzglêdny
| |

| |
r p

r

�
� 1

9
. 47. Bartek.
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48. a) X: | |r p� � 4000, Y: | |r p� � 2000; b) X: 0,4%, Y: 0,3%. Y pope³ni³ mniejszy b³¹d.

49. a) Z nadmiarem; b) 2,5%. 50. Nie wystarczy, | |r p� � 270 z³,
| |

| |
% , %

r p

r

�
� �100 1 8 .

51. a) x � 24 58, ; b) x � 7 53, .

52. A � �� �2 6; , B � �� 
2; ), C � ��1 10; ), D � �
 �( ; 7 .

53. a) A B� � �� �5 4; ; b) A B� � �
 �( ; 7 ; c) A B\ ( ;� �4 7 ; d) B A\ ( ; )� �
 � 5 .

54. a) ( ; )�
 � 3 ; b) ( ; ) ( ; )�
 � � 
5 5 ; c) ( ; ) ( ; ) ( ; )�
 � � � � 
5 5 5 5 ;
d) ( ; ) ( ; ) ( ; )�
 � � � 
4 0 7 7 .

55. a) 1; b) – 4; c) {3, 4, 5, 6, 7}. 56. a) {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}; b) 16; c) – 21.

57. a) x 	 2 1
2

; b) x � 10
3

. 58. 88% x . 59. O 24 z³.

60. 1800 z³, 2196 z³. 61. a) 13 483,20 z³; b) 13 506,11 z³; c) 13 517,91 z³.

62. 141,6%. 63. Pan Kowalski, ró¿nica 1644,1. 64. Jest wy¿sza o 5,6%.

65. a) 22 629 z³; b) po 12 latach.

66. IV rata 11 840 z³, V rata 9 920 z³. Pan Kowalski odda³ 68 800 z³, 142,4%.

67. a) Wzrost o 0,7 punktów procentowych; b) 15,22%. 68. O 25%.

69. a) Obni¿y³o siê o 5,2 punktów procentowych; b) o 35,135%.

70. a) p � 0; b) p � 6643 98, z³; c) p � 16 910 06, z³; d) p � 21 262 06, z³.

WYRA¯ENIA ALGEBRAICZNE

1. a) 4 4 12x x� � ; b) 2 8 2 162x x� � ; c) 2 8 82 2x x y y� � ; d) x2 7� ; e) 3 62 2x y� .

2. a) � � �20 44 722x x , – 99; b) 8 6� ; c) � � �50 120 572x x , � �457 240 2.

3. a) 11 5 5� ; b)
4 3 3

13
�

; c) 7
5

.

4. a)
( )( )

( )( )

2 3 11 2 3 11

2 3 11 2 3 11
44 3

12 44 3 121
12 11

4
� �
� �

� �
� �

�
� 4 3 133� �C;

b)
6 2 3 2 2 3

2 2 2 3 2 2 3
18 2

2 4 3 7 6 2 9
8 9

18 2
( )( )

( )( )

( )� �
� �

� �
� � �

�
� �

26 18 2
1

18 2 26
�
�

� � � �C .

5. x � 0 lub x � 1.

6. Kolejne liczby niepodzielne przez 3, to 3 1n � , 3 2n � , n� N.

( ) ( ) (3 2 3 1 9 12 4 9 6 1 18 18 5 3 62 2 2 2 2n n n n n n n n n� � � � � � � � � � � � � 2 6 1 2 3 2� � � � �
�

n k

k

)
N

� ��� ���
.

7. 2 2 2 0 12 2x y x y x y� � � � � � �| : ( ) , R,

x y x y2 2 2 2 2 0� � � � 	 ,

( ) ( )x y� � � 	1 1 02 2 .

Suma kwadratów dwóch liczb rzeczywistych jest nieujemna, zatem nierównoœæ jest zawsze prawdziwa.

9. Z za³o¿enia y x� �5 , to x x2 25 35� � �( ) , to x x x2 225 10 35� � � � ,

10 60 6x x� � � , y � 1, to x y� � �6.
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10. x y z k, , , � �R .
Podnosz¹c wyra¿enia po obu stronach do kwadratu otrzymamy
( )( )x z y k x y x yzk zk� � 	 � �2 , po przekszta³ceniach otrzymamy

x y xk z y zk x y x yzk zk� � � 	 � �2 ,

xk z y x yzk� 	 2 , po podniesieniu obu stron nierównoœci do kwadratu mamy

( ) ( )x k x yzk z y x yzk2 22 4� � 	 , korzystaj¹c ze wzoru skróconego mno¿enia otrzymamy

( )xk z y� 	2 0 – nierównoœæ to¿samoœciowa.

11. D: 2 2 02 2 2 2x y x y x y x y x y x y x y( ) ( )( ) ( )( )� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � �( ) ( ( ) ) ( )x y x x y y x y x y x y x y0 2 0 02 2 2 .

12. D: x y 
 0,

x
y

y

x

x y

x y
x y x y x x y y x y� 	 �

�
	 � � 	 � � � 	 � � 	2 2 2 2 0 0

2 2
2 2 2 2 2( )

nierównoœæ to¿samoœciowa, dla x y 
 0,
lub II metoda
Za³o¿enie: x y 
 0,

to ( )x y x x y y x y x y x
x y

y

x y
x
y

y

x
� 	 � � � 	 � � 	 � � 	 � � 	2 2 2 2 2

2 2

0 2 0 2 2 2.

13. D: Z za³o¿enia x y 
 0, to ( )x y
x y

x
y

y

x
x
y

y

x
� �

�

�
�

�

�
� � � � � � � �

�

�
�

�

�
� 	

	

1 1 1 1 2 4

2
��� ��

.

RÓWNANIA I NIERÓWNOŒCI

1. a) x � �12 jest rozwi¹zaniem równania;
b) 7, – 7 nie s¹ rozwi¹zaniem równania;

c) x � 3
2

jest rozwi¹zaniem równania.

2. a) x � { , }0 4 ; b) 0 nie nale¿y do zbioru rozwi¹zañ; c) x � { , }0 2 ; d) �10.

3. a) Uk³ad oznaczony. Rozwi¹zaniem jest para liczb (x, y); b) uk³ad sprzeczny;

c) uk³ad nieoznaczony. Ma nieskoñczenie wiele rozwi¹zañ x x; 2
5

7
5

��
�
� �

�
� , x � R.

4. a) Np. y x� �3
7

1; b) np. y x� � �3
7

12; c) np. y x� � �3
7

1.

5. a)
x

y

�

�

�
�
�

��

2

3;
b)

x

y

� �

�

�

�
�

�
�

4
13

94
13

.
6. x � 27.

7. a) x � �10
3

, x � �
 ��
�
� �

�
�; 10

3
; b) x � �12, x � �
 �( ; )12 ; c) x 	 � 9

11
, x � � 
9

11
; ) ;

d) x 
 2, x � 
( ; )2 ; e) x � 2, x � �
 �( ; 2 .

8. a) x � � �
�
�� 4 1

3
; 5 liczb ca³kowitych; b) x � 2 1

5
2 1

4
; 0 liczb ca³kowitych.

9. a) x � { , }0 2 ; b) x � �{ },2 2 ; c) x ��; d) x � �
�
�

�
�
 

1
2

;

e) x � ���
�

�
�
 

10
7

10
7

, ; f) x � �{ , }2 2 ; g) x �
�
�
�

��

�
�
�

 �

3
2

3, ; h) x � �{ }3 .
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10. a) x � �
 � � � � 
( ; ; )4 4 ; b) x � ( ; )0 3 ; c) x � R; d) x � �2 2 1
2

; ; e) x ��
�
�

�
�
�0 3

5
; ;

f) x � ���
�

�
�
 

R \ 2
3

; g) x � 1
2

; h) x � �
 � 
( ; ) ( ; )1 5 ; i) x � �� �4 3 2 3; .

11. a) x � �3; b) x � �5. 12. a) x � ���
�

�
�
 

3
2

; b) x � �{ }1 .

13. a) x � ���
�

�
�
 

2 0 1
2

, , ; b) x � �
�
�
�

��

�
�
�

 �

3
3

3
3

, : c) x � � �{ , , }2 3 2 ; d) x � �{ , }2 2 .

14. a) x � �{ }4 ; b) x � { }32 ; c) x � �
�
�

�
�
 

11
5

; d) x � ���
�

�
�
 

3
4

; e) x ��; f) x � � �{ ( )}2 1 2 ;

g) x � �{ , }6 6 ; h) x � �{ , }2 3 ; i) x � �{ , }2 2 2 2 .

FUNKCJE

1. a) Zgodnie z definicj¹ funkcji: ka¿demu argumentowi x jest przyporz¹dkowana dok³adnie jedna wartoœæ y;
b) y � 8 dla x � �2 lub x � 2; c) zbiór wartoœci jest szeœcioelementowy; d) f ( )� �2 8.

2. Zw � � � �{ , , , , }4996 46 4 2 4 .

a) f x x x( ) ( )� � � � � �0 2 2 2 2 ; b) f x x( ) ( ; )
 � � �0 2 2 2 2 .

3. a) f x x( ) � �2 42 , x � R; b) f x x x( ) � �3 72 , x � R;

c) f x
x

( ) � � 5 , x \� R { }0 ; d) f x
x

( ) � �1 7, x \� R { }0 .

4. f x x x x( ) � � ! � ! �4 11N .

5. a) f x x( ) � � �0 2, b) f x x( ) � � �0 0,

Zwf � �� �4 2; , Zwf � �� �4 4; ,
funkcja sta³a w przedzia³ach: funkcja sta³a w przedzia³ach:

x � �
 � �( ; 2 , � 
4; ), x � �
 � �( ; 4 , � 
4; ), funkcja malej¹ca
funkcja rosn¹ca w przedziale �� �2 4; ; w przedzia³ach: �� � �4 1; , � �1 4; ,

funkcja rosn¹ca w przedziale �� �1 1; .

6. a) b) Zwg � �� �4 0; ;
c) g x x( ) ;	 � � �� � �0 5 2 .
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7. a) Dg � ��8 3; );
b) Zwg � �� �4 8; ;
c) funkcja jest malej¹ca

w przedzia³ach �� � �8 4; , �� �2 1; ;
d) fmax � 8;

e) �� � � ��
�
� �

�
�8 3 3

4
1; ) ; .

8. Wykres funkcji y g x� ( )otrzymamy z wykresu funkcji y f x� ( )w przesuniêciu o 2 jednostki w lewo i 3 jed-
nostki w dó³.

a) Dg � � �( ;12 3 ;
b) Zwg � � �( ;5 4 ;
c) g( )0 3� � ;
d) funkcja g jest rosn¹ca w przedzia³ach

( ;� � �12 5 , �� �1 3; , funkcja g jest malej¹ca
w przedziale �� � �5 1; .

9. a) Dg � �� �7 6; ;
b) Zwg � �� �6 2; ;
c) g( )0 2� ;
d) funkcja rosn¹ca w przedziale �� �4 0; ;
e) M � 2, m � � 6.

10. a) Dg � ��4 6; );
b) g x x( ) � � � �0 3;
c) g x x( ) ; )� � � �� �0 4 3 ;
d) g g g g( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � �2 2 4 3 1.

11. a) Dg � ��100 2015; ) , Zwg � � �( ;16 8 ; b) Dg � � �( ;2015 100 , Zwg � ��8 16; ) .

12. a) Dg � �� 
1915; ) , Zwg � �� �8 2016; ; b) Dg � �� 
2015; ) , Zwg � � �92 2116; ;

c) Dg � �� 
2005; ) , Zwg � � �12 2036; .

13. f x x( ) � �2 10. 14. f x x( ) � � �1
2

5.

15. f x x( ) � � �19 7, x � � 7
19

.
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16. x � �16 7 2( ), f x( ) ( )� � � � � �1
2

16 7 2 8 7 16 N.

17. a � 4, b � 6. 18. y x� � �3
4

4.

19. y x� � �5 15. 20. A � ( , )0 4 3 , B � ( , )4 0 , P" � 8 3.

21. y x� �3 2 3. 22. f x x( ) � �5 7.

23. a) a � 3
2

; b) a � 3
2

; c) a � 1
4

; d) � � �5 2x .

24. y x� � � 5. 25. a) s � 14 5, km; b) t � 2 5, h.

26. a) 240; b) f x x x( ) ,� �48 N. 27. f x x x( ) ,� 	18 0, 32,40 z³.

28. a) f x x( ) { , , }� � � �0 2 0 6 ;
b) funkcja jest malej¹ca dla x � �
 � �( ; 1 ; � 
3; ) ;
c) m � �1, M � 9, m – najmniejsza wartoœæ funkcji,

M – najwiêksza wartoœæ funkcji.

29. f x x x x x( ) ( ) ( )� � � � � � � �1
2

6 4 1
2

122 . 30. f x x x( ) � � � �4 32 482 .

31. Zwf � �� 
80; ) , x � �12. 32. k � 6, x � �
 � � � � 
( ; ; )2 6 .

33. f x x( ) ( )� � �1
2

4 22 . 34.
f

f

a

a

( )

( )

( )( )

( )( )

3

7

3 3 3 3

7 3 7 3
3 9
7 9

3�
� �
� �

� �
�

� .

35. a) � �
� �3

2
4

2
2x
, x2 1� ; b) f x x x( ) � � �3

5
9
5

12
5

2 ; c) x x� � �0 5.

36. f x x x( ) � � � �2 10 15.

37. p
x x

�
�

� �1 2

2
3, q � �4, f x x x( ) � � �4 24 322 , f x x x( ) ( ) ( )� � �4 2 4 .

38. Np. x � �� �1 3; . 39. P x x x( ) � � �2 20 40, x � ( ; )0 20 .

40. Równanie kwadratowe ma co najmniej jedno rozwi¹zanie, gdy " 	 0.

" � � � � � � �( ) ( ) ( )m k mk p m k p2 2 2 24 4 .

Dla dowolnego m, k, p� R, " 	 0, to równanie ma co najmniej jedno rozwi¹zanie.

41. b � �3. 42. a) b b� � � �4 4; b) b � 5.

43. P x x x( ) � � � �2 8 240, x � ( ; )0 20 ; b) P � 255.

44. x y� � 36, x y, � �N lub y
x

� 36 , x y, � �N .
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1 X
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x 1 2 3 4 6 9 12 18 36

y 36 18 12 9 6 4 3 2 1



45. x y� � 24, x y, � �N .

46. a) f ��
�
� �

�
� � �1

2
8; b) x � 32;

c) funkcja jest rosn¹ca w ka¿dym z przedzia³ów x � �
( ; )0 , x � 
( ; )0 ;

d) f x f x
x x

x( ) ( )2 1 4 4
2 1

4
4

5� � � �
�

�
�

� � � .

47. f x g xx x( ) ( )[ , ]� # $### � �� �3 3 13 1 3 ,

Zwg � � 
( ; )1 ,

g( )0 26� , P � ( , )0 26 .

48. Zwf � 
( ; )0 , Zwg � � 
( ; )2 ,

f x g x
x x

( ) ( )[ , ]� �
�
� �

�
� # $### � �

�
� �

�
� ��1

2
1
2

20 2 ,

P � �( , )4 12 – nie nale¿y do wykresu funkcji g x( ).

g x x( ) � � � �0 1.

49. f ( )4 819� .

50. a) f ( )2 38400� z³; b) Pan Kowalski korzysta 4 lata z samochodu.

CI¥GI

1. 7. 2. 9. 3. n � 12. 4. a11 18� .

5. a100 304� . 6. 0, 3, 6. 7. a20 185� .

8. a1 1� � , S10 190� � . 9. a nn � �5 1, 101 5 1 300� � �n , n � 40.

10. 22500. 11. 70336. 12. 3960. 13. 100.

14. a � 9, b � 12, c � 15. 15. r � 30 2
9

. 16. n � 12.

17. D: S n nn � �4 62 , n 	 1,

S n n n nn � � � � � � � �1
2 24 1 6 1 4 2 2( ) ( ) ,

a S S n n n n nn n n� � � � � � � � �� 1
2 24 6 4 2 2 8 2( ) ,

a a10 11 82 90 172� � � � .
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1

1 X

Y

– 1

1

1 X

Y

12 24

12

24

x 1 2 3 4 6 8 12 24

y 24 12 8 6 4 3 2 1
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( ) � �
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� �

�
�1

2

f x x( ) � 3

g x
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( ) � �
�
� �

�
� �1

2
2

1

1 X

Y

– 1

g x x( ) � ��3 13



18. S n nn � � 3 2,

S n n n n n n nn � � � � � � � � � � � � � �1
2 2 21 3 1 1 3 6 3 3 7 4( ) ( )

a S S n n n n n n n n nn n n� � � � � � � � � � � � � � � �� 1
2 2 2 23 3 7 4 3 3 7 4 6( ) ( ) 4,

a nn � � �6 4
D: a nn � � �6 4,
a n nn � � � � � � � �1 6 1 4 6 2( ) ,
a a n n n n rn n� � � � � � � � � � � � � �1 6 2 6 4 6 2 6 4 6( ) .

19. x � �1. 20. x x� � � �2 2.

21. a2 16 7 12� � � ,

a a1 3
6

7 3
10
7 3

6 7 3 10 7 3

7 3 7 3

16 7 12
7

� �
�

�
�

�
� � �
� �

�
�

�
( ) ( )

( )( ) 9
�

�
� �

� � �
16 7 12

2
8 7 6,

a a a1 3 22� % .

22. a n nn � � �2 2,

a n n n n n n nn � � � � � � � � � � � � �1
2 2 21 1 2 2 1 1 3( ) ,

a a n n n n n rn n� � � � � � � � � %1
2 23 2 2 2 ,

( )an nie jest ci¹giem arytmetycznym.

23. a6
3

16
� . 24. a1 2� .

25. q q% ! % �1 1

a q a q

a q a q

1
6

1
2

1
6

1
4

120

96

� �

� �

�
�
�

��

a q q

a q q

1
2 4

1
4 2

1 120

1 96

( )

( )

� �

� �

�
�
�

��

a q q q

a q q

1
2 2 2

1
4 2

1 1

1
120
96

( )( )

( )

� �

�
� .

q2 4�

q

a

q

a

�

�

�
�
�

��
�

� �

�

�
�
�

��

2

2

2

21 1 .

26. 25 25
2

25
4

, ,�
�
� �

�
� lub � ��

�
� �

�
�25 25

2
25
4

, , . 27. a2 5� .

28. a2
2 3� ,

a a1 3

24 7

4 7
27

23 8 7

4 7
16 7

27 23 8 7

23 8 7 2
� �

�
�

�
�

�
�
�

�
�

�
( ) ( )

( )( 3 8 7�
�

)

�
� �

�
�
�

�
� � �

�
�

16 8 7 7
9

27 23 8 7
529 448

23 8 7 23 8 7 27
9 81

( ) ( )( )

� � � � �529 448
27

81
27

3 2
2a .
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29.
a

q

a

q

1 14

2

4

2

�

�

�
�
�

��
�

�

� �

�
�
�

��

S8 1020� lub S8 340� � .

30. x � 1 9, ; ( , ; , ; , )4 9 2 1 0 9� .

31. S5 279� .

32. q � 2.

Wskazówka: qn � �1 32,

� �
� � �

�

�

252
4 1

1

1( )q q

q

n

,

63 1 1 32( )� � �q q,

q � 2.

33. n � 7. 34. x � 2, y � 8.

35. a b c d, , , � �R

(a, b, c) – s¹ kolejnymi wyrazami ci¹gu arytmetycznego, to 2
2

b a c a c b� � � � � ,

(a, b, c) – s¹ kolejnymi wyrazami ci¹gu geometrycznego, to d ac� .

Wyrazy a i c s¹ równe, zatem nale¿y porównaæ wyrazy b i d.
Z w³asnoœci œredniej arytmetycznej i geometrycznej wynika, ¿e
a c ac� 	

2
, zatem suma wyrazów ci¹gu artmetycznego jest wiêksza b¹dŸ równa sumie wyrazów ci¹gu

geometrycznego.
a c ac� 	 �

2
2/ ,

a c ac� 	 2 podnosz¹c obie strony nierównoœci do kwadratu otrzymamy

a ac c ac2 22 4� � 	 ,

a ac c2 22 0� � 	 ,

( )a c� 	2 0 nierównoœæ to¿samoœciowa dla a c, � �R .

36. W ci¹gu 10 dni.

TRYGONOMETRIA

1. a) sin& � 4
5

, cos& � 3
5

, tg & � 4
3

; b) sin& �
5

5
, cos& �

2 5
5

, tg & � 1
2

;

c) sin& � 3
5

, cos& � 4
5

, tg & � 3
4

; d) sin& � x
z

, cos& �
y

z
, tg & � x

y
.

2. a) h � 4 1
2

; b) h �
8 3

3
; c) h � 12 2; d) h � 6.

3. a) y � 18 668, , x � 14 3, ; b) y � 6 18, , x � 19 02, ; c) x � 42 59, , y � 38 601, ;
d) x � 29 38, , y � 24 61, .

4. a) – 1; b)
9 2 2

3
�

; c) � 41
36

. 5. a) 3
4

; b) � 1
2

; c) 9
4

; d) 1
4

.

6. � 1
2

. 7. 3 5. 8. 2
9

.
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9. L = tg 60 9 4 3 3 2 360 30 2
1
2

1
2

2
1
2

1
2'� � �

(

)
*

+

,
- �' '

�
cos sin ( ) ( ) � � � � � �3 2 3 2 1

1
2 P.

10. sin& � 2
3

, cos& �
5

3
, tg & �

2 5
5

; tg& � 2, sin& �
6

3
, cos& �

3
3

.

11. 2sin& ; cos& ; sin& . 12. Tak; tak.

13. L tg P� � � � � � %1 1 12
2

2

2 2

2 2& &
&

& � &
& &

sin
cos

cos sin
cos cos

.

14. a) L � �12 3 1( ) ; b) L � � �12 3 2 1( ) ; c) L � � �18 3 3 2( ) .

15. a) L � � �4 6 3 2( ) , P � �8 4 3( ) ; b) L � � �6 1 2 2 3( ) , P � �18 3 2( ) ;

c) L � � �12 1 2 3( ) , P � �36 3 1( ) ; d) L � �30 6 3 , P � 36 3 .

16. 1. 17. d � � �2 2 2 4 2.

18. d � 2 3. 19. sin sin& .� � 1
2

.

20. 12, 16. 21. L � �4 15 1( ) , P � 4 15.

22.
P a a a

P a

"

"

� � � �

�

�

�
�

��

1
2

4 2

3

2

3

sin sin

.

& &

2 32 2a asin& � , sin& &� � � '
3

2
60 .

h
a

h a
4

3
2

2 3� � � .

23. P � 144 cm2. 24. a) | | ,MN � 19 2 cm; b) tg& � 3
4

.

25. a) h � 19 2, cm; b) sin& � 4
5

. 26. P � 648 cm2, L � 144 cm.

27. f x x( ) � �3 1. a) & � '60 ; b) A � ( , )0 1 , B � �
�

�

�
�

�

�

�
�

3
3

0, ; c) P" �
3

6
; d) L" � �3 1.

28. a) 1 5
6

; b) | |CD � 2 17.

29. x1 1� � , x2 0� , x3 2� , a � �1 , b � 0, c � 2. 30. P � 24, h � 4.

31.
P

x
P

"
"

� � � � �

� ' ' � � �

�
�
�

 �
� �

1
2

6 9 27

0 180 0 1

sin sin

( ; ) sin

& &

&
27.

32. & � '30 . 33. & � '120 . 34. L � 50 cm.

PLANIMETRIA

1. a) & � '30 , 2 60& � '; b) & � '80 , 2 160& � '; c) & � '126 , 2 252& � '.
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2. | | | |/ � /ECD EBD ,

| | | |/ � /BCA BDA ,

| | | |/ � /CEB CAB ,

| | | | | | | | | |/ � / � / � / � / �ACE EBD DAC CEB BDA

� / � / � / � / � / �| | | | | | | | | |ACE ECD DAC CAB BCA

� / � / � '� / � / � '| | | | | | | |BCD DAB DAB DAB180 180 .

3. & � '40 , . � '60 , 0 � '80 .

4. a) & .� ' � '300 30, ; b) & .� ' � '70 20, ; c) & .� ' � '40 40, ; d) & .� ' � '60 30, .

5. & � � � � � � �| | | | | | | | | | | |A OA A OA A OA A OA A OA A OA1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 | | | |A OA A OA7 8 8 1� ,
8 360& � ',
& � '45 ,

| | | | | |A A B A A A A A A1 6 1 6 3 1 4 3
1
2

2� � � � �& & ,

| | | | | |A A B A A A A A A6 1 6 1 3 6 3 4
1
2

2� � � � �& & ,

| | | | | |A B A A A B A A B A B A1 6 1 6 6 1 1 6180 180 2 90� '� � � � � '�& " jest prostok¹tny.

6. Z k¹tów wpisanych | | | |/ � � � ' � 'ACB AOB1
2

1
2

180 90 ,

analogicznie | | | | | |/ � / � / � '�CBD BDA DAC 90 czworkok¹t ABCD jest prostok¹tem.

7. | |/ � '�DBA 90 &,
| | | | ,/ � '� / � � 'ACD DBA180 90&
| | | | | |/ � / � � '� � 'ACD CDA & &90 90 .

8. | | | |/ � / � 'KLA KOA1
2

90 ,

| | | |/ � / � 'KLB KOB1
2

90 ,

| | | | | |/ � / � / � '�ALB KLA KLB 180 punkty A, L, B s¹ wspó³liniowe.

9. a) r r1 26 2� �, ; b) | |S P1 12� .

10. | |/ � '�KLP 90 .
| | | | | |/ � / � � / � '�LPS PLS LS P2 2 2 180 2. . , | |/ � '�LKP 90 & , | | | |/ � / � �KPS PKS1 1 &
� / � '�| |KSP 180 2&
| | | | | | | |/ � / � / � / � 'S K L KLS LS S S S K1 2 2 1 2 1 360
180 2 90 90 180 2 360 90'� � � '� � '� � � '� � ' � � � '& & & . . . & .
| | | | | |/ � ' � / � / � '� '� � '� � � � 'KPL PKL PLK180 180 90 90 90& . & . .

11. L � �12 2 16 cm.

12. a) Tak, bo ma boki tej samej d³ugoœci;
b) nie, bo bok o d³ugoœci 6 le¿y miêdzy k¹tami ró¿nej miary;
c) tak, bo boki o tej samej d³ugoœci le¿¹ miêdzy k¹tami jednakowej miary;
d) nie, bo boki trójk¹tów maj¹ ró¿ne miary.

13.
| | | |

| | | | | | | |

|

/ � /

/ � '� / � '� / � /

EAB DBA

EBA EAB DBA DAB

A

90 90

B

ABE DBA BE AD
k bk

|

| | | |

wspólny bok

�

�
�

 
�
� 1 � �" " .

14.
| | | |

| | | | | |

/ � / �

/ � '� '� / � '� / �

MKL CBA

ACB CBA MKL

2

180 90 90

&

| |

| | | |

, ,

/

�

�

�
�

 
�
� 1MLK

CB KL

MKL KLM
k b k

" " .
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15. a) c (b, k, b); b) c (k, k, k); c) c (k, k, k); d) c (k, k, k); e) c (k, k, k); f) c (k, k, k).

16. " "ADB ACE
AB

AD

AC

AE

k k k

~
| |
| |

| |
| |

, ,

� � ,

| | | |AE AB� 1
2

,

| | | | | |AB AC AD2 2� � .

17. a) DE AB DE AC
DB

CB

BE

AB

z tw Talesa

2 � � � �||
| |
| |

| |
| |

.

�

�

/ � / � '

�

�
�
�

 
�
�

| | | |

| |

| | | |

BE AB

ED

AED DEB

1
2

90

wspólny bok � 1" "ADE DEB ;

b) | |AC � 12 cm, | |BC � 20 cm, | |AB � 16 cm.

18. a) L � 25 2, cm; b) R � 5 3, cm; c) r = 2 cm; d) d � 53
15

cm; e) sin& � 28
53

; f) h � 252
53

cm.

19. r � 16
3

. 20. tg tg& .� � 4.

21. a) d � 8 cm; b) P � 192 cm2; c)
P

P
ko

kw

� 625
64

.

22. L � 28 8, cm, P � 34 56, cm2. 23. P" � 48 7 cm2, Pk � 144
7

3 cm2.

24. P � 20 [j2]. Z w³asnoœci wysokoœci poprowadzonej z k¹ta prostego w trójk¹cie prostok¹tnym wynika:
x y

x x x

� �

� � � � � �

�
�
�

��

16

16 20 4 22 2 ,
y � 8,

P" � � � �1
2

10 4 20.

25. P � 39 cm2, L � �5 3 13 cm. 26. & � '30 .

27. | | | | ,AB AC m� � �0 4 5 , | | ,BC m� �0 4 10 .

28. L a� �2 2 1( ). 29. r � �3 2 2( ).

30. " "BDE ACB
k k k

~
, ,

| |EB b x� � ,
| |
| |

| |
| |

DE

EB

AC

AB
� ,

x
b x

a
b�

� , bx a b x� �( ), x a b ab( )� � , x
ab

a b
�

�
.

31. | | ( ) ( )AB x y x y2 2 2 2 22 2 4 4� � � �

1
2

2
2

2 2| | ( )AC x y�
�
� �

�
� � �

1
2

2
2

2 2| | ( )BC x y�
�
� �

�
� � �

1
4

5 5 4
5

2 2 2 2( | | | | ) /AC BC x y� � � �

1
5

4 42 2 2 2 2( | | | | ) | |AC BC x y AB� � � � .
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32. | | | |/ � / �BAP DAP &,

DP AB DPA PAB DAB|| | | | |� / � / � �& " jest równoramienny � �| | | |DP AD ,

analogicznie | | | |EP EB� ,

| | | | | | | | | |DE DP PE AD BE� � � � .

33. L � 36 3 cm.

34. | | | |ES DS DES� � " jest równoramienny,

| | | | | |/ � / � / � 'EBD SBD EBA 30 ,

| |/ � '� '� ' � 'DSB 180 90 30 60 ,

| | | |/ � ' � / � '� ' � 'ESD DSB180 180 60 120 ,

| | | | | |
| |

/ � / � / �
'� /

�
'� '

� ' �BED EDS SED
ESD180

2
180 120

2
60
2

30

180 180 30 30 1

' � /

/ � '� / � / � '� '� ' �

| |

| | | | | |

SBD

EDB EBD BED 20' � /

�

�
�

�� | |ESD

�

� " "EDS EDB
k k k

~
, ,

.

35. | | | | | |/ � / � / � 'DBA BDA BAD 120 , 2 90 180 30& & &� ' � � ' � � ',

| | | | | | |/ � ' � / � / � '� '� ' � ' � � /ACD CDA CAD CB180 180 90 30 60 2& A BAC| | |� / �

� " ABC jest równoboczny.

36. | |AE �
4 34

7
cm, | |ES �

4 15
7

cm.

37. L � 48 cm, P � 64 3 cm2. 38. PABCD � 96 cm2, PA B C D
1 1 1 1

54� cm2.

39. P � �72 3 1( ) cm2. 40. P � 80 cm2. 41. P � 108 cm2.

42. P AB hADB" � � �1
2

| | ,

P AB h PCAB ADB" "� � � �1
2

| | ,

P P PDPA DBA PAB" " "� � ,

P P P P P PCBP CAB PAB DBA PAB DPA" " " " " "� � � � � .

43. Z tw. Pitagorasa

d b h2
2 2 2� � ,

d a h1
2 2 2� � ,

d d b h a h b a2
2

1
2 2 2 2 2 2 2� � � � � � � .

44. L � 4 117 cm, P � 108 cm2.

45. 2 2 2 2 360 90& . & . & .� � � � '� � � '

| | | | | |/ � / � / � '�APB PAB PBA 180

� / � '� � � '� ' � '| | ( )APB 180 180 90 90& . .

46. L � 48 cm. 47. P � 108 3. 48. sin ,& � 0 96.

49. | | | | | | | |KL MN LM NK� � � � 14 cm. 50.
P

P
r

k

� 8
3

.
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GEOMETRIA NA P£ASZCZY�NIE KARTEZJAÑSJKIEJ

1. a) & � '45 ; b) & � '30 ; c) & � '120 ; d) & � '135 .

2. b) y x� � �
3

3
4 3; b) y x� � �

3
3

6 3.

3. a) y x� � 3 lub � � � �x y 3 0; b) y x� �1
6

26
6

lub x y� � �6 26 0.

4. a) | |AB � 10, S AB � �( , )6 13 ; b) | |AB � 13, S AB � ��
�
� �

�
�2 1

2
, .

5. a) Np. y x� �5 1, y x� �5 100, y x� �5 2;

b) np. y x� � �
5

5
5, y x� � �

5
5

1
2

, y x� � �
5

5
1.

6. a) y x� � �3 16; b) y x� � �3 6; c) y x� � � �3 1 33.

7. a) y x� � �1
2

2; b) y x� � �1
2

1; c) y x� � �1
2

2 7.

8. y x� �3 6. 9. 1. 10. a) m � �18; b) m � �1.

11. a � 1
2

. 12. p � 7. 13. p � 5
4

.

14. y x� � �6 8. 15. n � � 5
2

, m �
� �1 5

2
lub n � � 5

2
, m �

� �1 5
2

.

16. y x� �6
5

6. 17. k: y x� � �1
2

2.

18. y x� � �2 12. 19. | |BD � 2 5. 20. y x� � �5 2.

21. y � 2. 22. S � �
�
� �

�
�2

3
0, .

23. a) P � 4 3; b) r �
2 3

3
; c) R �

4 3
3

.

24. a) Trójk¹t jest prostok¹tny; b) P � 24 [j2]. 25. y x� 1
4

.

26. a) D � ( , )0 2 ;
b) równoleg³obok ABCD jest rombem, bo d³ugoœci boków s¹ równe | | | | | | | |AB BC CD AD� � � � 10.

27. Proste s¹ równoleg³e i ró¿ne, to nie maj¹ punktów wspólnych.

m k a|| � � 6, l m a2 � � � 8
3

.

28. a) y x� � 4; b) y x� � � 4; c) C C� � � �( , ) ( , )2 2 6 2 .

29. C � ( , )12 0 lub C � �( , )6 6 3 .

30. A � � �( , )2 8 , B � ( , )6 4 , C � �( , )2 4 .

31. B � ( , )4 6 , D � �( , ; , )3 8 5 6 .

32. a) 4 � �P ( , )2 8 ; b) 4 � �P ( , )2 8 ; c) 4 �P ( , )2 8 .

33. a) 4 � �A ( , )2 1 , 4 � �B ( , )1 3 , 4 �C ( , )2 3 ;
b) 4 � �A ( , )2 1 , 4 � �B ( , )1 3 , 4 � � �C ( , )2 3 ;
c) 4 �A ( , )2 1 , 4 � � �B ( , )1 3 , 4 � �C ( , )2 3 .
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34. 4 � � �A ( , )10 12 , 4 � � �B ( , )40 64 .

35. a) y x� �2 4; b) y x� �2 4; c) y x� � �2 4.

36. y � 0, x � 0, y x� , y x� � . 37. 4 � �A ( , )10 0 . 38. A � �( , )28 10 .

STEREOMETRIA

1. a) & � '60 ; b) & � '45 ; c) & � '60 .

2. a) & � '60 ; b) & � '60 ; c) & &� � 5 '
15

15
75 ; d) & 5 '78 ; e) & 5 '82 ; f) & 5 '19 .

3. a) b) c)

4. a) k¹t & ;
b) k¹t .;
d) k¹t 6.

5. a) b)

c) d)

6. a) x � 2 57; b) x � 3 19; c) x � 12 2.

7. a) x � 4 3; b) x � 4 15; c) x � 6 3.
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8.

9. d a� 3. 10. & � '60 . 11.
V

V
1

2

125
1

� .

12. a) cos& �
2

2
; b) d

a
�

2
2

;

c) Wskazówka: 1
2

2 1
2

3a a a d� � � , d
a

�
3

3
.

13. a) P � �16 15 2 3( ) , V � 160 3; b) Pc � �36 3 3 10( ) , V � 540 3;

c) Pc � �48 1 2 6( ) , V � 288.

14. a) V � 18 11, Pc � �9 3 3 15( ) ; b) V � 288 14, Pc � �144 1 15( ) ;

c) V � 324, Pc � �54 15 3( ) .

15. a b a b� � � � �8 10 9 1
3

7 1
3

, , . 16. V � 46137
128

, Pc � �
507 14

8
1183
16

.

17. Pc � 72 cm2, V � 32 cm3, tg& � 2 2.

18. sin& � �a

a 5

5
5

, sin. � �a
a2

1
2

.

19. H � 12 11. 20. V � 1228 8, . 21. tg& �
3

3
.

22. h 5 25 5, , V 5 3672 3, Pc � �288 3 1836.

23. V � 144 3 cm3, Pc � � �72 4 2 2 3( ) cm2. 24. cos& �
5365
74

.

25. V a� 3. 26. Pc � 304 cm2. 27. tg& �
15 34

17
.
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Granistos³upy

Liczba œcian 11 12 10
n
2

2�

Liczba krawêdzi 27 30 24
3
2

n

Liczba wierzcho³ków 18 20 16 n

Ostros³upy

Liczba œcian 11 12 12 n

Liczba krawêdzi 22 24 24 2 n

Liczba wierzcho³ków 11 12 12 n

A B

C
D

d



28. cos
| |2

2
2 2

2& �
�

�
��

�

�
�� � �BD

d
a b

d
,

cos
| |2 1 1

2
2 2

2. �
�

�
��

�

�
�� � �A D

d
a c

d
,

cos
| |2

2
2 2

20 �
�

�
��

�

�
�� � �BC

d
b c

d
,

cos cos cos
(2 2 2

2 2

2

2 2

2

2 2

2

2 22
& . � 0� � � � � � � �

� �a b
d

a c
d

b c
d

a b c

d

d

d

2

2

2

2

2
2

)
� � .

29. V � 1120 39. 30. V � 64 6, Pc � � �16 3 4 2 2 6( ).

31. a) b) c) d)

32. a) b) c)

33. a) P
a

�
2 3
2

; b) P a�
2

2
; c) P

a
�

3 3
4

2

.

34. a � 12, V � 1728 cm3, Pc � 864 cm2, sin& �
3

3
. 35. x 5 11 4, , h 5 15 4, , P 5 140.

36. a) V � 720 cm3; b) "BA C1 1 jest prostok¹tny, P" � 72 30, V d� �1
3

72 30 .

37. V � 144 3, Pb � 72 7.

38. a) Pb � 16 3; b) V �
32 3

3
; c) cos& �

3
3

.

39. V � 4608 cm3, Pc � �288 192 41 cm2. 40. sin& �
137
12

.

41. V � 400 cm3, Pc � 340 cm2.

42. P ab � �
�

�

�
�

�

�

�
�

2 16 2
243
2

, sin& � 127
143

, sin. �
254
8

.

43. H a� �
2

tg& , P a
b �

2

cos&
.
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44. P ab � �1
2

1 52 ( ), V a� 1
6

3, cos& �
2 2

3
. 45. V

a
�

� �35 2 3tg
6

&
.

46. | |AB � 10, | |BC � 6, V �
20 102

3
, S � �32

8 102
3

.

47. cos& �
6

6
, cos. � 1

2
. 49. V �

162 21
7

.

50. P
a

b �
3
4

2

. 51. tg& � 2 3.

52. a) Pb � �192 12 91; b) cos& �
3 273

91
.

53. a) Pb � �288 96 3; b) S � �36 3 8 39 .

54. sin& �
6

3
. 55. V x� 1

6
3.

56. V a�
3

8
, P

a a
c �

�2 23 15
2

. 57. P
a

�
2 2
4

.

FIGURY OBROTOWE

1. a) V �
125 3

3
3

, Pc � 753; b) V � 72 3 3, Pc � 1083;

c) V �
1024 2

3
3

, Pc � �128 128 23 3;

d) V l� �1
3 2 2

3 23 & &sin cos , P l l lc � � � ��
�
� �

�
�3 & 3 & 3 & &2 2 2 2

2 2 2 2
1sin sin sin sin .

2. & � '60 . 3. Pb � 243. 4. V �
729

8
3

.

5. V � 723 cm3, Pc � 36 23 � 78 3 cm2. .

6. Pb � 273, V �
81 7

8
3

, sin& �
3 7
12

.

7. r
P

R
I

1 � �3
, r

P

R
II

2 �
�3

,

r r
P

R

P

R
I II

1 2� �
�

�
�3 3

,

r r R
R1 2

2
� � �

�
3
3

,

r r R1 2� � .

8. V
a

�
35

3

33
.

9. V b a1
21

3
� 3 ,

V a b2
21

3
� 3 ,

V

V

b a

a b
1

2

2

2

1
3
1
3

�
3

3
,

V

V
b
a

1

2
� .
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10. a) V a�
3

4
3 , P ac �

3
2

23; b) V r� 2 33 &tg , P r rc � �2 22 23 3 &tg ;

c) 23r h� , r h�
23

, V h�
3

43
, P h h

c � �2
2

23
.

11. tg& � 1. 12.
V

V
1

2

1
2

� ,
P

P
c

c

1

2

1
2

� .

13. V h r1
2� 3 ,

V r h2
2� 3 ,

V V1 2� ,
3 3h r r h2 2� ,

h r� � prostok¹t ABCD jest kwadratem.

14. P a abc1
2 22� �3 3 ,

P b abc2
2 22� �3 3 ,

P Pc c1 2
� ,

2 2 2 22 2a ab b ab3 3 3 3� � � ,

2 22 2a b a b3 3� � � � dany prostok¹t jest kwadratem.

15. r1 2� cm, r2 10� cm. 16. a)
r

r
1

2

5
1

� ; b)
P

P
c

c

1

1

25
1

� . 17. "h � 8
27

cm.

ELEMENTY STATYSTYKI OPISOWEJ

1. x � 1, Me � 5. 2. a) x � 8; b) Me � 4. 3. 9.

4. 1,85. 5. a) 1,3; b) 1; c) 496
1785

.

6. Obóz pi³karski lub obóz tenisowy.

Koszt
waga (0,5)

Termin
waga (0,2)

Atrakcyjnoœæ
waga (0,1)

Towarzystwo
waga (0,3)

Œrednia
wa¿ona

Obóz pi³karski 7 5 8 4 5,9

Obó¿ ¿eglarski 5 4 7 5 5

Obó¿ rowerowy 6 4 2 3 4,5

Obóz tenisowy 8 2 3 6 5,9

7.

a) 96; b) 0,36.

8. a) 3058; b) 3000; c) 0,83. 9. 100,1.

10. Œrednia 1,35, Me � 1. 11. 3, 6, 12.

12. a) 8; b) 1,1.
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Wynik
procentowy
ucznia

0–29% 30–39% 40–49% 50–69% 70–79% 80–100% Suma

Procent
uczniów

20% 5 15 30 20 10 –

Liczba
uczniów

24 6 18 36 24 12 120



ELEMENTY KOMBINATORYKI

1. a) 6; b) 5. 2. 24. 4. 5 5 4� � .

6. 40 39 38 37� � � . 7. 105. 8. 100 99 98� � .

9. 27. 10. 9 8 72� � .

11. 9 9 8 7 4536� � � � . 12. 3 10 3002� � .

13. 9 5 5 225� � � . 14. 9 8 7 8 8 7 4� � � � � � . 15. 6 5 30� � .

16. 4 1 6 2 16� � � � . 17. 16 10 8 1280� � � .

18. a) 9; b) 21. 19. a) 16; b) 20.

20. a) 5 7 4� � ; b) 5 7� ; c) 5 4� .

21. 8 10 12 960� � � . 22. a) 5 4 3 2 1� � � � ; b) 4 3 2 1 2� � � � .

23. a) 11!; b) 6 5! !� . 24. a) 12!; b) 6 6! !� ; c) 2 6 6� �! !.

25. a) 104; b) 34. 26. a) 2 6 5� � !; b) 2 3 2! !� � .

27. 7. 28. 9 7 63� � .

29. 3 2 7 2 7 3922 2� � � � � . 30. 54.

31. 3 9 3 30� � � . 32. 4 4 3 2 1 2 192� � � � � � .

33. 4 5 5 5 5 4 5 25004� � � � � � � . 34. 4 4 5 4 3 960� � � � � .

35. 9 10 5 8 9 5 90� � � � � � . 36. 3 4 12� � .

37. 5 4 10 10 5 30 5 4 10 10 5 10 10 10� � � � � � � � � � � � � . 38. a) 4 3 2 4 96� � � � ; b) 4 3 2 3 72� � � � .

RACHUNEK PRAWDOPODOBIEÑSTWA

1. a) 3
8

; b) 4
8

; c) 4
8

. 2. a) P A( ) � 9
64

; b) P B( ) � � � � �5
8

3
8

3
8

5
8

30
64

.

3. a) P A( ) � � �3
8

2
7

6
56

, P A( ) � 3
28

; b) P B( ) � � � � �5
8

3
7

3
8

5
7

30
56

, P B( ) � 15
28

.

4. P A( ) � 85
323

. 5. Wszyscy maj¹ jednakow¹ szansê P A( ) ,� 0 2.

6. P A( ) � 59
490

. 7. P A( ) � � � � �2
6

4
6

4
6

3
6

5
9

.

8. P A( ) � 15
92

. 9. P A( ) � �27
90

3
10

.

10. P A( ) � �12
90

2
15

. 11. P A( ) ,� 0 4.

12. P A( ) � 7
45

. 13. P A( ) � 1
4

.

14. P A( ) � 5
201

. 15. a) P A( ) � � �
� �

�8 7 5
9 8 7

5
9

; b) P B( ) � 14
504

; c) P C( ) � 436
504

.

16. a) P A( ) � 5040
9999

; b) P B( ) � 486
9999

.

17. P A( ) � 32
81

. 18. P A( ) � 1
6

.
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19. a) P A( ) � 1
12

; b) P B( ) � 1
9

. 20. a) P A( ) � 1
4

; b) P B( ) � 1
6

.

21. 9
�

� 63, A
�

� 4, P A( ) � 4
63 . 22. 9

�

� 63, A
�

� 6, P A( ) � 1
62 .

23. 9
�

� 65, A
�

� 6, P A( ) � 1
64 . 24. a) P A( ) � 54

125
; b) P B( ) � 27

125
.

25. P A( ) � 3
5

. 26. P A( ) ,� 0 756.

UDOWODNIJ, ¯E ...

1. a � � � � � � � �10 1 10 100 111 10 111 000 3 370003 3( ) . Liczba podzielna przez 3.

3. ( ) ( ) ( )3 2 3 1 9 12 4 9 6 1 6 3 3 2 1 32 2 2 2n n n n n n n n k� � � � � � � � � � � � � � , k �C .

4. ( )( )x y x y� � � 49, 7 49 7 7
7

0
0( )x y x y x y

x

y
x y� � � � � ! � � �

�

�

�
�
�

��
� � � .

5. x x x x x x x x2 2 2 2 2 2 216 256 32 2 32 256 2 6 64� � � � � � � � � � � �( ) [( ) ] � � �2 6 1282( )x ,

dla ka¿dego x � R wyra¿enie 2 6 02( )x � 	 , zatem 2 6 128 1282( )x � � 	 .

6. a � � � � � � � � �( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )7 5 7 5 7 5 7 5 7 5 7 54 2 4 2 4 4 4 4 2 2 2 2 4 4 � � � � � �2 12 7 5 7 5 22 2 4 4( )( ) k , k � N .

7. Z warunków zadania wynika, ¿e | | | |BE BD a� � i | | | |AD AH a� �
| | ( )/ � '� '� '� ' � 'DBE 360 90 60 60 150
| | ( )/ � '� '� '� ' � 'DAH 360 90 60 60 150 .
Zatem "DBE jest przystaj¹cy do "DAH, wiêc | | | |DE DH� .

| | | |/ � / � 'BDE ADH 15
| |/ � '� ' � 'HDE 60 30 90 ,
wobec tego "HDE jest prostok¹tny równoramienny.

8. Z za³o¿enia | | | |AD BC�

| | | |/ � /DBC CAD – k¹ty wpisane oparte na tym samym ³uku

| | | |/ � /CAB ABD – k¹ty oparte na tym samym ³uku,

bo ciêciwy równej d³ugoœci

| | | |/ � /DBC CAD – k¹ty oparte na tym samym ³uku

" "ACB BDA AC BD1 � �| | | | .

9. Z warunku, ¿e jeden k¹t czworok¹ta jest prosty i okr¹g jest opisany
na czworok¹cie wynika, ¿e przeciwleg³y k¹t jest prosty.
Trójk¹ty ABC i ADC s¹ prostok¹tne.
Stosuj¹c twierdzenie Pitagorasa otrzymamy:

a b r

c d r
a b c d r

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 24

4
8

� �

� �

�
�
�

��
� � � � � .
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10. Z warunku, ¿e okr¹g jest wpisany w trójk¹t prostok¹tny wynika:

b r a r c c R� � � � ! � 2

a b r R� � �2 2

P r a b c r r R R R r r" � � � � � � � �1
2

1
2

2 2 2 2 2( ) ( ) .

11. Z za³o¿enia | | | |AE AD D� �2 jest œrodkiem odcinka AE

i AB CD|| , to | | | |DC AB� 1
2

.

Z za³o¿enia | | | | | | | |AM MB MB AB� � �2 1
3

| | | | –

| | | | –

/ � /

/ � /

MBD BDC

DPN MPB

k¹ty naprzemianleg³e

k¹ty wierzcho³kowe

|/ /

�

�

�

�
�

 

�
�

�
BMP|=| DNP

DN MP

kb

|

| | | |

k

� 1 � �
kbk

BMP DPN BP PD" " | | | | .

12. D: P x d x dCDE" � � '� � � �1
2

2 180sin( ) sin& & ,

P P x d x dABCD CDB� � � � � � �2 2 1
2" sin sin& & , P PCDE ABCD" � .

13. Z: "ABC – ostrok¹tny, "BCE – równoboczny,

"ACD – równoboczny. Miara k¹ta wewnêtrznego w ka¿dym

trójk¹cie równobocznym jest równa 60°.

D: | |/ � 'CFE 60 ,

/CFE – k¹t wpisany oparty na tym samym ³uku, co /CBE.

| |/ � 'AFD 60 , / AFD – oparty na tym samym ³uku, co / ACD.

| |/ � 'DFC 60 .

Zatem | | | | | |/ � / � / � 'AFD DFC CFE 180 , st¹d punkty AFE

s¹ wspó³liniowe, nale¿¹ do jednej prostej.

ARKUSZ I

ZADANIA ZAMKNIÊTE

1. B. 2. C. 3. C. 4. A. 5. C.

6. B. 7. C. 8. B. 9. C. 10. D.

11. D. 12. B. 13. C. 14. A. 15. B.

16. A. 17. C. 18. D. 19. C. 20. A.

ZADANIA OTWARTE

1. x � �� �2 3; . 2. f x x x( ) � � � �1
2

42 . 3. y x� � �5
2

8.

4. 12
25

. 5. n � 11. 6. a12 93� .
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7. D: ( )( )x z y k x y zk� � 	 � podnosz¹c nierównoœæ obustronnie do kwadratu otrzymamy:

( )( )x z y k x y zk x yzk� � 	 � � 2

x y xk z y zk x y zk x yzk� � � � � 	 2

xk zk x yzk� 	 2 podnosz¹c nierównoœæ obustronnie do kwadratu otrzymamy:

( ) ( )xk z y x yzk x yzk2 2 2 4� � 	

( )xk z y� 	2 0 nierównoœæ to¿samoœciowa.

8. Z za³o¿enia CD jest œrodkow¹, to

| | | | | |AD DB CD ADC� � � " jest równoramienny
i "BDC jest równoramienny.
Suma miar k¹tów w trójk¹cie jest równa 180°,
zatem 2 2 180& .� � ', to & .� � '90 , wiêc | |/ � 'ACB 90 .
Trójk¹t ACB jest prostok¹tny.

9. d �
24 13

13
. 10. P � 24.

11. V � 216 cm3,

Pc � �36 15 72 3 cm2. (Rysunek obok)

12. 70. 13. P A( ) � 5
64 .

ARKUSZ II

ZADANIA ZAMKNIÊTE

1. D. 2. A. 3. B. 4. B. 5. B.

6. D. 7. C. 8. D. 9. B. 10. C.

11. A. 12. B. 13. B. 14. A. 15. D.

16. C. 17. D. 18. B. 19. B. 20. A.

ZADANIA OTWARTE

1. 0,0388.

2. 3 3 3 3 9 5 25 5 3 1 3 9 5 25 1 3 13 5n n n n n n n n n� � � � � � � � � � � � � � � �( ) ( ) 26 13 3 2 5 13� � � �( )n n k , k � N .

3. x � �( ; )3 5 .

4. a � �2 2 3 3( ).

5. Wskazówka: Dziel¹c licznik i mianownik wyra¿enia przez cos& otrzymany:
2
3

2
34

5 3

4 3
5 3

cos
cos

sin
cos

cos
cos

sin
cos

&
&

&
&

&
&

&
&

�

�
�

� �
� � 3

12
5 9

11
4

34
12

17
6

2
3

1
3�

�
�

�
�
�

� � .

6. P � 66.
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7. D: " "ADB CEB
BD

AB

AB

BC
AB BD BC

kkk

~
| |
| |

| |
| |

| | | | | |� � � � �
1
2 1

2
2 (rysunek obok).

8.
x S

y S

� �

� �

�
�
�

��

16 48

32 56
1

2 .

9. " ABC jest prostok¹tny, bo | | | | | |AC AB BC2 2 2� � .

BD: 11 3 34 0x y� � � .

10. sin& �
6

3
.

11. a) P A( ) � 3
28

; b) P B( ) � 25
28

.

ARKUSZ III

ZADANIA ZAMKNIÊTE

1. B. 2. A. 3. D. 4. B. 5. A.

6. B. 7. A. 8. C. 9. B. 10. D.

11. C. 12. A. 13. B. 14. A. 15. A.

16. C. 17. B. 18. A. 19. D. 20. C.

ZADANIA OTWARTE

1. x � 1
3

. 2. D: 2015 2 2015 1 2015 1 20162 2 2� � � � � �( ) . cnd.

3. 721. 4. 0,9.

5. Ci¹g an jest geometryczny � � � �a a qn
n

1
1

b a q a q a q qn
n n n� � � � � � � � �� �5 2 5 21 1

1
1

1( )

b a q a q a q qn

n n

�
�� � � � � � � � �1 1

1
1 15 2 5 2( )

b

b

a q q

a q q
q

n

n

n

n

�
��

� �

� �
�1 1

1
1

5 2

5 2

( )

( )

iloraz kolejnych wyrazów ci¹gu bn jest sta³y, czyli jest to ci¹g geometryczny.

6. | |AD � 32. 7. 1 12� � �tg . &sin .

8. S � 179429. 9. V � 40 5, , Pc � 60 75 3, .

10. P A( ) � 8
15

. 11. AC BD2 , PABCD � 96.
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