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Rozpziat 1.
CIALO ULAMKOW PIER SCIENIA CALKOWITEGO

Przypomnijmy,ze ukfad (P,+,[)], gdzie P[0, jest piefcieniem, gdy spel-
nione g warunki:

1. Uktad (P, +) jest grup abelova.
2. Dziatanie ,-" jest obustronnie rozdzielne wadgm dziatania ,+".

W definicji piescienia nie zakladamy,e dzialanie ,-” jestdczne. Element neu-
tralny grupy P, +) nazywamy zerem pi&ienia i oznaczamy go przez 0.
Jesli w pierscieniuP dziatanie ,,-” spetnia warunki:

a) avbdejP[aEﬂb[t)z(aEt)Dc]
b) 0 [alb=bCH

¢) 0O OJale=cla= 4

cOP alP

d O [az00b# 0= alb# (]
a, bOP
to piescien P nazywamy odpowiednio: pigieniem hcznym, piefcieniem
przemiennym, pigcieniem z jedngzia, piegcieniem bez dzielnikéw zera.
Piegcieniem catkowitym nazywamy pi&ien taczno-przemienny bez dziel-
nikow zera. Pigicien catkowity mae wiec nie posiadajedngci.
Piekcien P z jedndcig hazywamy ciatem, gdy spetniongsarunki:

e) 322
f) av%{a# o:sgp(a[tz b)}

g O {a¢0:> 0 (cta= b)}

a P P

W definicji ciatla nie zakladamyze dziatanie ,-” jestdczne i przemienne
[1.4]. Ciato hczneP mozna scharakteryzowanastpujaco:

1. Iijest piekcieniem,
2. P>2,
3. (P\{0}; O jest grup.
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Konstrukcja ciata utamkéw dla danego g@enia catkowitego przedstawia
sie nastpujaco’:

Niech (P, +, [J bedzie piekcieniem catkowitym i niech
P”={(ab):a b0 PJ bz g

W zbiorzeP” okreslamy relacg R oraz dziataniall i ©, przyjmujc defini-
cje:

Definicja 1.1.
(abR(c d = dld= hl

Definicja 1.2.
a) (a, by0(c, d)y=(aldd+ ¢ g

o) (a.b)0 (6 d)=( e 114

Relacja R okreslona przez definigjl.1 jest relag typu réwnowanasci,
a wiec jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.ziWb wigc tworzy¢ klasy abs-

trakcji i zbior iIorazowyP%:

Pl 0, le=[an],)]

tatwo sprawdz, ze relacjaR jest zgodna z dziatanianil i ©, tzn. dla do-
wolnych (a, b),(a, b).(6 d ( ¢, d)O Pspetniony jest warunek [1.4]:

(ab)RcdD{a b Re g=(( a2 R 0@ .0
O((ab)o(a.b)) R(cdo( s d)

RelacjaR jest wic kongruenej w zbiorze P. Generuje ona w zbiorzé’%
dziatanialH i [ okreslone nastpujaco:

Definicja 1.3.

a)[(ab)] B[(cd)] =[(abO(cd],
b[(ab)] B[(cd].=[{afo{cq],

! Pomijamy w tej konstrukgji piécien jednoelementowy, sktadgly sk z samego zera.
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Twierdzenie 1.1.
Zbiér P% z dziataniamitE i 0 jest ciatemdczno-przemiennyf

Ciato (P% H, D) nazywamy ciatem utamkoéw danego g@enia catkowi-
tego (P, +,0J. Element] (a, b) | nalezacy do P% bedziemy zapisywaw posta-

ci a; nazywa utamkiem. Mamy wic:

EEE_aEbeDc
b d bd
agc_ak
b d b

Elementem neutralnym dziatani jest u’ramekg, elementem neutralnym
. . . . a .
dziataniald jest u#amek%, elementem przeciwnym do uiamkt‘)al jest utamek

%a, (bOPOb#0), za& elementem odwrotnym do u}amk% jest u+amek§,
(oile az0).

Wykazemy, ze ciato u’ramkéw(P%, EH,EI) zawiera podpidcien izomor-
ficzny z piescieniemP. Niech wic B bedzie zbiorem wszystkich utamkéw po-

staci @, gdzie a# 0. Funkcp ustalajca izomorfizm pomedzy piekcieniami
a

B i P jestfunkcjag:P, — P okrelona wzoremg (%’j =Dh.

Istotnie funkcjag jest bijekcy i ponadto spetnioneysvarunki:

¢(£b @)W(émm éch=¢(aEﬂb+ c)]:b%:

a a 3 a

ol

2 Dowéd mana znaléé w pracy [1.4].
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(2o P (A

a a & g a

_ g3 2
_¢( a j@f( a J
Przykiad 1.1.

Ciatem utamkéw dla pigcienia liczb ca+kowitycr(Z, +, [)] ze zwyklymi dziata-
niami  dodawania i mnenia, jest cialo liczb  wymiernych

(Z%, H, D),(Z%= Q). Piegcieniem izomorficznym z piécieniem Z jest
pierscien (Q,, B, &) utamkow postam@, gdziea bOZi az0.
a

Przyktad 1.2.
Ciatem utamkow dla pigcienia wielomianow( K[, +, ] nad ciatem

taczno-przemiennynK jest ciato funkcji Wymiernycl‘(KD[X] R’ H, Dj, tj. ciato

utamkow postacii, gdzief, g s wielomianami (zmiennex) i g nie jest wielo-
g

mianem zerowym.
Pieicieniem izomorficznym z piécieniem K[ jest piefcien (K,, B, &)

f (g

funkcji wymiernych postaciT, gdzief, g sa wielomianami if nie jest wielo-

mianem zerowym.

Przyktad 1.3.
Ciato operatorow Mikugiskiego

Rozwamy uktad (M , E) gdzieM jest zbiorem wszystkich funkcji klasy
C' okrelonych w przedziale<0,+ oo) i przyjmujpcych wartdci w zbiorze liczb
zespolonych za dziatanie dodawania funkcji+; i dziatanie ,splotu” funkcji
»~" s a okreslone nastpujaco:

h=f+g< O[h(f)= f(t)+g(9]

t=0

h=10g = 0] h()= [ (1 Y0 ) d%

0

% Mozna tez brat pod uwag zbiér M funkciji klasyC (zob. [1.6]) ladz tez zbiér funkgji
mierzalnych w sensie Lebesque’a (zob. [1.8]).
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Mozna wykaza, ze [1.5, 1.6]:
Twierdzenie 1.2.
Uktad (M, +, D) jest piecieniem hczno-przemiennym bez dzielnikéw zera i bez
jednaci.
Piescien (M, +, ) nazywamy pieicieniem Mikushskiego.
Rozwamy z kolei ukiad(M 00O, @), gdzieM" =M x(M \{ 0})*, z& relacjaR
i dziataniall, © okreslone g nas¢pujaco:

(f, 9)R(f, g)= fOg=g0f
(f, 9)0(f, g)=(fOg+g0f, g0g)
(f, g)o(f, g)=(fOf, g0g)

KongruencjaR generuje w zbiorze iIorazower% dziataniaH, [ okre-
slone wzorami:
iEL: f Dgl+ ngl

f_ f_ fOf,
g 9 gdg 9

o]

tJ

@ |+
[{e]

Ciato u#amkéw(M%, |, D) nazywamy ciatem operatoréw Mikuskie-

go, z& elementy zbiord\/'% nazywamy operatorami. Operatoramivécc kla-

sy abstrakcji wyznaczone przez retaBji pary uporadkowane postac( f, g),
gdzie f ,g0O0M i g#0.
Piercieniem izomorficznym z piécieniem MikushskiegoM jest piegcien

(M,, 8, O), gdzie
o2

Z tego wzgédu operatory postac—|f1—D:L utazsamia st czesto z funkcjami.

Ciato operator()\A(M%, H, D) zawiera nagpujace podcialoM, izomor-

ficzne z ciatem liczb zespolonydh :

* Funkci: stah a okreslamy wzorema(t) = a dla t (0, +).
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Izomorfizm pomédzy ciatami (M,, 8, 8),(C, +, )] ustala funkcja

: 1 : : ,
¢:M, - C o wlasndci: w(aTj =a. Z uwagi na powyszy izomorfizm opera-
.all . . . . .
tory postamT mazna utasamia z liczbami zespolonymi.

Dla przyktadu iloczyn funkcji statycB i 3 oraz iloczyn liczb 2 i 3 wynogzod-
powiednio:

201 301_(200)*(301) _(2030101_(2 § 1

2(B= = = =203=601
11 101 101 1
ope 2030 (20)0(300) _[(2®n]m (28 B
1 1 101 101 1

Ciato operatorbw mma skonstruowa réwniez w nasgpujacy sposob.
W zbiorzeM, oprdcz dziatania ,+”, okiamy dziatanie ¢” (mnozenie funkcji)
nastpujaco:

h="fo g@D

Q.lQ_

;j (- % Dg(&d%

Mozna wykaza (zob. [1.1, 1.7]),ze uktad (M, +,) jest piefcieniem hczno-
przemiennym z jedrigia, bez dzielnikbw zera. Jed§uwiq tego piefcienia jest
funkcja statal. Mozna wiec w znany sposéb skonstruaiveiato utamkow dla
tego piefcienia.

Piescien (M, +,) rézni sie istotnie od pieicienia (M, +,), bowiem
w tym ostatnim brak jest elementu neutralnego diatdnia ,”. Pierscienie te
nie s wiec izomorficzne, posiadajednak wspélne ciato utamkéw (zob. [1.3]).

Zauwamy przy okazji,ze istniej pierscienie catkowite izomorficzne o tym
samym uniwersum, ktore nie posiada@jspolnego ciata utamkow. Takimi pier-
scieniami g piericien liczb ca%kowitych(Z, +,[)] ze zwyklymi dziataniami do-

® lloczyn funkcijif przez liczlp zespolon a okreslamy nasgpuijaco:
h=alf - O[ h(t)= a0f({)]

® Symbolent oznaczamy funkejliniowa o whasndci: t(t)=t dlat0{0,+w) .
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dawania i mngenia oraz pigcien liczb ca’rkowitych(Z, O, @), gdzie dziatania
0, © okreslone g nastpujaco:

alb=a+ b+1, ao b= a+ b+ ailt
Izomorfizmem jest tutaj funkcj@®:Z - Z okreslona wzorem
®(a)=a+l

Wynik dotycacy istnienia wspolnego ciata operatoréw Mikiskiiego dla
dwdch nieizomorficznych piécieni catkowitych nad tym samym uniwersum
mozna uogolnté nastpujaco (zob. [1.2]):

Twierdzenie 1.3.
Piecienie catkowite(A, +, 1, (A +,0) o tej samej grupie addytywngjA, +)
maja wspolne ciato utamkdéw wtedy i tylko wtedy, gdy Bpeny jest warunek:

0) O {D a[ﬂaob):ﬁDaEb]Da%A[aoaob:,Bo(aDl)]}

a,B0A,a#0,8#£0| a,ldA

Jasli B=A[4 lub a=A-p0 (gdzieAOA), to warunek (I) przyjmuje posta

0 0 [

AOA,A#0

0 (aeb=ATa)0 0 (alb=A- t)}

a,lJA

Whiosek 1.1.
Jezeli w piecieniu catkowitym(A, +, [J dziatanie ,» " okreslone jest nagpuja-
co:
acb=AMalb (ald A (1.1)
gdzieA jest ustalonym elementem zbiokuréznym od 0, to:
(@) uktad(A +,0) jest piefcieniem catkowitym,
(b) piekcienie (A +, 0, (A +,0) maj wspdlne ciato utamkow.

Wzér (1.1) zachodzi na przyktad w pieleniu catkowitym, stzacym do kon-
strukcji ciata operatorow Mikusskiego. Istotnie, @i w zbiorze funkcji klasy

C', okr&lonych w przedziale<0, +oo) i przyjmujacych wartdci w zbiorze liczb
zespolonych, zdefiniowano dziatania ,+71), , o ” wzorami:

h=f+g~ O/ h(t)= f()+g(9)]
h=f0g - 0| (9= ] f(t- % o ) d%
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_ _d
h=fog~ O _d—oj g(&d%

to fOg=A0fog,gdzief, g, AOC i A(t)=t dla dowolneng(O, +00).

Zauwamy jeszczeze warunek () mee zachodzi rowniez dla piekcieni
calkowitych o tej samej grupie addytywnej, w ktdry@adne z dziaka ,mnce-
nia’ nie jest definiowalne przez pozostate. Na przgkltgesli w pierscieniu
(z,+, 0 liczb catkowitych ze zwyklym dodawaniem i zwyklymnazeniem
okreslimy dziataniaA i O nasgpujaco:

alAb= A, [alh, a b=, Oddb

(gdzie A, A,0Z) i zadna z liczb catkowitychd,, A, nie jest wielokrotnécia

drugiej, to w piescieniach catkowitych(Z,+,A),(Z,+,0) dla dziata A, O
zachodz zwigzki:

A,0(anb)=A,0(al b)
AA(a0b)=2,A(anb

Spetniony jest wic warunek (I).
Pieicien liczb catkowitych (Z, +,[J ze zwyklym dodawaniem i zwyklym
mnazeniem ma nagpujaca wkasna¢ specyficzi (zob. [1.2]):

Twierdzenie 1.4.
Jezeli w piescieniu (Z, +, [J dziatanie ,»” jest definiowalne przez dziatania tego

pierscienia i ukIad(Z, +, o) jest piegcieniem catkowitym, to zachodzi warunek:

(i) 0.0 [acb=ACa
A#0
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